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AVERTISSEMENT. 



Get ouvrage est surtout destine aux jeunes gens qui 
se preparent aux l^coles du Gouvernement. Les quatre 
premiers livres renfernient les matieres exig6es pour 
Fadmission k I'Ecole Navale et k I'flcole Militaire de 
Saint-Cyr. Les candidats k Tl^cole Polytechnique au- 
ront, en outre, k ^tudier una partie du citiquieme 
livre y qui traite de la Trigonom^trie sph^rique , et une 
partie du sixieme , qui renferme des d^veloppements 
sur la th^orie si importante des fonctions circulaires. 

Quelques passages, dont Tetude n*est pas indispensable , ont ete 
imprimes en petits caracteres. 



TABLE DES MATlfeRES.. 



LIVRE PREMIER. 
ELlMENTS DE U THfiORIE DES FONGTIONS GIRGUUIRES. 

DEFINITIONS ET NOTIONS PREUMINAIRES. 

Des fonctions, i. — Sur la mesure des longueurs, ib, — Des arcs de 
cercle, 3. — Du sinus, 5. — De la tangente , g. — De la secante ,13. — 
Du cosinus, de la cotangente et de la cosecante, i4* — Reduction des 
arcs au premier quadrant, 17. — Expressions des arcs qui correspondent 
a une ligne trigonometrique donnee, 18. — Des fonctions circulaires 
inverses , 23. — Relations entre les lignes trigonometriques d'un mdme 
arc ,24. 

IJVRE DEUXifeME. 
ELEMENTS DE Li THI^ORIE DES FONGTIONS GIRGDLAIRES. 

PROPRIETIES FONDAMENTALES. 

Formules relatives a Taddition des arcs, 29. — Formules importantes de« 
duites de celles relatives a Taddition des arcs ,37. — Applications des 
formules prec^dentes , 39. — Formules relatives a la multiplication des 
arcs, 43. — De la division des arcs , 48. — Determination des sinus et co- 
sinus de certains arcs , 64. — Questions proposees, 67. * 

LIVRE TROISIEME. 
GANSTRUGTION DES TABLES DE FONGTIONS GIRGULiURES. 

Propositions preliminaires , 69. — Theor^mes qui resultent des propositions 
precedentes , 73. — Division de la circonference , 77. — Construction 
d'une Table de sinus et cosinus , 78. — Tables des logaritlimes des fonc- 
tions circulaires, 83. — Disposition des Tables de Callet , 84. — Usage 
des Tables, 86. — Developpements sur une application des Tables de 
fonctions circulaires, 92. — Questions proposees , 96. 



yill TABLE DES MATIERES. 

LIVRE QUATRIMe. 
TRIGONOM^TRIB RECTILIGIIE. 

But de la trigonometrie rectiligne , 97. — Mesure des angles , ih» — Re- 
lations entre les angles et les c6tes d'un triangle rectiligne , 99. — Iteso- 
lution des triangles rectangles, 106. — Resolution des triangles quel- 
conques, 1 08. -r- Determination de I'aire du triangle et des rayons des 
cercles inscrit et circonscrit, 116. — Du quadrilat^re inscriptible , 119. 

— Exemples de resolution de triangles ou les donnees ne sont pas toutes 
des eOtes on des angles , laa. — Usage des fonctions circulaires dans la 
geometrie, I34. — Applications num^riques, iq6. -r Operations sur le 
terrain, i3a. — Questions proposees, 137. 

LIVRE CINQUIEME. 
TRIGONONETRIE SPU£IU011E. 

But de la trigonometric spjierique , 139. — Relations entre les angles et les 
c6tes d^un triangle spherique » 1 4o. — Methode pour d^duire des rela- 
tions, pr^cedentes celles qui sont relatives aux triangles rectilignes, i47* 

— Resolution des triangles spheriques rectangles » 1 49* — Resolution des 
triangles spheriqueis obliquangles , 1 53. — Formules de Delambre et de 
Neper, i63. — Application des formules de Meper k la resolution des 
triangles spheriques y 164. ^ Resolution d'nn triangle spherique dont les 
c6tes sont tres-petits par rapport au rayon dela sphere, 169. — Appli- 
cations de la trigonometrie spherique, 17J. — Questions propos£es , 176. 

LIVRE SIXliME. 

COIfPlElENT DE U TH^ORIE DES FONCTIOIIS GIBCOLAIRES. 

Des expressions imaginaires , 177. — Formule de Moivre pour un exposant , 
entier et positif , 179. — De la multiplication des arcs , 180. — De la di- 
vision des arcs , i83. — Resolution de Vequation bin^me ir*" =: i , 187. —■ 
Des polygones reguliers , 191. — Resolution des equations bindme et 
trinAme , 194. — Formule de Moivre pour un exposant quelconque , 197. 

— Theoremes de Moivre et de Cotes , 198. — Resolution de Inequation du 
troisieme degre , aoo. — Expressions des puissances du sinus et du cosi- 
nus d'un arc en fonetioa lineaire des sinus et cosinus des multiples de cet 
arc , 2o4« — Developpements du sinus et dn cosinus d'un arc , en series 
ordonnees suivant les puissances de I'arc , 267. — Formules pour la con- 
struction de& Tables de logarithmes des fonctions circulaires, 212 . — 
QvisTions profobAbA, 21 5. 

FIN DF. T.A^ TABLK DES MATIKHES. 



TRAITE 



DE 



TRIGONOMiTRIE. 



LITRE PREMIER. 

ELEMENTS DE LA THEORIE DES FONGTIONS GIRGVUIRES. 

DEFINITIONS ET NOTIONS PRKUMINAIKBS. 
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Des fonctions, 

"4. Lorsque deux grandeurs variables sent telles, qu'a 
cbaque valeur de I'lme correspond une valeur determinee 
de Fautre, on dit que ces grandeurs sont fonction Tune 
de Fautre. Par exemple, dans un cercle, la circonference 
et la surface sont fonctions du rayon ^ et r^ciproquement , 
le rayon est fonction de la circonference ou de la surface. 
La Tngonometrie est fondee sur la throne de certaines 
fonctions qui naissent de la consideration du cercle , el que 
Ton liomme, pour cette raison ^fonctions circulaires. Nous 
commencerons par exposer les elements de cette theorie. 

Sur la mesure des longueurs. 
2. Soit O (Jig' i) un point fixe d'une ligne x^ x droite 
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ou courbe , et supposons qu^a partir de ce point O , on 
prenne sur x'x di verses longueurs O A, OA', OA'', etc.; 
ces longueurs , etant rapport^es a une m^me unite , seront 
representees par des nombres , et nous conviendrons d'af- 
feeler ces i^Qp^?^ ^ ^ua -^ 9^ 4h ^^ — ^ sujivant que 
les longiieurs dont ils expriment la mesure sont port^es 
dans un sens ou dans Fautre. En d'autres termes, les lon- 
gueurs port^es dans un sens (celui qu'on voudra) seront 
representees par des nombpes positifs^ et les autres par des 
nombres negatifs, Quelquefois, afin d*abr^er le langage, 
nous emploierons la denomination de longueurs positwcs et 
negati\fes, pour designer les longueurs representees par des 
nombres positifs et negatifs. 

Si, par exemple, on convient que dans \^fig' i le sens 
des longueurs positives soit celui de Ox indique par la 
flecbe, et que les points A, A', A" soient respectivement 
situes a 7, 9, 6 metres du point O, si en outre on prendle 
metre pour unite lineai re, les longueurs OA, OA', OA" 
seront respectivement representees par -h 7, 4-9, — 6. 
Supposons que a soit le nombre positif ou negatif qui re- 
presente ainsi une longueur comptee sur x'x a partir du 
poi9t O, le nombre d^inites r^ii^fea^mee^. di^n§ 991^9 Iqq- 
gueur sera + a pu — « , suivant que a ^ra un nombr© 
po&itif ou un npmbi:e negatif. 

3. Plus g^er,al<?mt;i;it , si Ton imaging um ppintm^obile 
partant de O^, et, se n^ouvant tanidt dans, un, sen^, tant^t 
dan^ Fautre, 1q^ div^rses parti/e9. d^ x' x discritee par le 
ppint mpbUe serpnt r^^gajrde^ copx^n^ positives ou. n^a- 
tiv^s, suivaut q^'eljlea auronjt, ete. d^rites pi^r un, mouv/^r 
jsmiX daqs le s^sns.Oo:, ou d^ns le spn^ oppose Ox'; si 
Fon d^sigpe ps^i: a^h^c^ d-^ etc., lies nombp^ ppait^&. ou 
negatifs qui mesurent les longueurs decrites successivement 
par le mobile , et par x le nombre qui represente la distance 
d^ O au point pule ipobil^ a ce^s^ de 6^ mpuvoir, oo..aur^'. 
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d^tis tiyus les cas , 

JT = <i -I- 6 -f- c -H rf 4- . . . . 

Pour exprimer le m^me resultat , 11 eut feUu [ilusieurs for- 
mules sans la convention que nous avons faite. Aussi cet 
exemple peut-il deja donner une idee de Fimportance de 
cette convention. 

4. Soil x'x {fig* 2) une droite situee dans un plan qiiel- 
conque \ lorsque nous aurons la consid^rer les distances k 
cette droite, des difS&rents points M^ M^ M^', etc., dw 
plan, nous regarderons comme positives les perpendicu- 
laires situees d'un c6te quelconque de x'x^ et conime nega- 
tives celles qui seront situees de Tautre o6t^^ en d'autres^ 
termes, les premieres seront repr^ntees par des nombres^ 
positifs, les autres par des nombres negatifsi. 

Des arcs de cercle^ 

5. SoitO {fig' 3) un cercle dont le rayon est pris pour, 
unite [*], en sorte que la circonference est egale a 271, et 

le quadrant (quart de circon£6rence) a -* Soit A un point' 

fixe de la circonference, et M un point mobile partant 
de A et se mouvant dans le sens de AB , indique par la 
flecbe , que nous adopterons pour les arcs positifs ; I'arc 
AM est nul a Torigine du mouvement , il augmente ensuice, 
et sa valeur est air quand le point mobile est revenu au 
point de depart. Mais on pent imaginer que le mouvement 
se continue autant que Ton voudra , en sorte que le point 
mobile pent decrire un arc compose d'une ou de plusieurs 
dfconCirenccfs. Etsile mouvement du* point M a lieu dans 
le sens contraire k celni que nous avons suppose, Tare 

[ *3 11 en sftra toujours alnsi dan^ ce qui va suivre. 

1. 



4 TRAIT^ DE TRIGONOMETRIC. 

decrit est negatif, mais sa valeur absolue prend teas les 
etats de grandeur a partir de z^ro. 

En resum^, Tare de cercle, c'est-a-dire le nombrc qui 
le mesure, est susceptible de recevoir toutes les valeurs 
entre — oo et 4- oo . 

6. L'extremite tixe A de Tare variable AM sera souvent 
designee dans la suite sous le noni Aborigine de Varc, 

Si OL designe le plus petit des arcs positifs qui ont une 
m^iae extremite M, tons les arcs x qui ont ceite m^me 
extremite sont donnes par la forrnule 

ou k represente un en tier indetermine positif , nul ou ne^ 
gatif. En eifct, soit x un arc ayant son extr^mit^ en 
M {fig' 3); pour decrire cet arc, on ira d'abord de A en 
M en suivant le chemiu a , et comme il faut rester en ce 
point, on ne pent avoir a ajouter qu'un nombre entier de 
circonferences. Si Tare x est negatif, pour le decrire on 
ira d*abord de A en M, en suivant le chemin — (27: — a) 
ou — 2 TT -I- a , et devant rester en ce point M , on ne 
pent avoir a ajouter qu^un nombre entier negatif de cir-^ 
conferences. Ainsi , dans tons les cas , Tare x est egal a a , 
plus un nombre ep.tier positif , nul ou negatif de circon- 
ferences. 

7. Arcs complcmehl aires , -^ Deux arcs positifs tons 
deux, ou Tun positif et Tatilre negatif, sont dils compU" 
mentaires on complements Tun de Tautre, lorsque Icur 

somme est egale a un quadrant, c'est-a-dire a -• 

Soit A {fiS' 3) Torigine des arcs; menons les diametres 
A A' et RB' perpendicul aires entre eux, et supposons que 
le sens des arcs positifs soit celui dc AB indique.par la 
fleche; je dis que si Ton considere le point B comme une 
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nouvelle origine d'arcs , et que le sens des nouveaux arcs, 
positifs soil celui de BA , deux arcs complementaires ay ant 
respeclivement A et B pour origines, auront la m^me 
extremity M. 

En effet, soit x un arc positif ou negatif ayant A pour 

origine et M pour extremite, le complement est x\ et 

comme B est, par hypothise, I'origine de ce complement , 

pour decrire Fare x on ira d'abord de B en A , et a 

partir du point A il restera a decrire Tare — x^ le sens, 
des arcs positifs etant celui de BA, ou a decrire Fare Xy 
en supposant que le sens des arcs positifs soit celui de AB. 
Or, de cette maniere, on revieut evidemment au point M. 
La proposition enoncee est done d^montree. 

8. Arcs supplemen t aires , — Deux arcs positifs tous 
deux, ou Fun positif et Fautre negatif, sont dits sup^ 
plementaires ou supplements Fun de Fautre, lorsque leur 
somme est egale a une demi-circonference, c'est-a-dire a tt. 

Du sinus. 

9. A etant Forigine des arcs (^fig. 3), et AB le sens dpsi 
arcs positifs, menons les diamelres perpendicul aires A A' 
et BB'. Soit X le nombre positif, nul ou negatif qui mesure 
Fare variable dont Fextremite M pent prendre silt la cir- 
conference toutesles positions possibles, et abaissons MP 
perpendiculaire sur A A'. Conformement au principe du 
n^i^ nous conviendrons de regarde?; la perpendiculaire 
MP comme positive ou negative , suivant que la point M 
sera sur la demi-circonference ABA' ou sur la demi-circon- 
ftrence A'B'A, et nous appellerons sinus de Fare x le 
nombre positif ou negatif qui mesure cette perpendiculaire. 
D'apres cela, le sinus des arcs qui ont leur extremite eu M 
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est H- MP; le siiuus de ceux qui ont feur extremite ea JVl'^ 
est — M''P'. On peut ainsi fornuiler la jd^finUiost suivaaUe : 

JLe siiyns d'un arc e$t le nombre pofitif ou negatifjqui 
mesure la perpendiculaire abaissee de VextremiU de cet 
arc sur le diametre qiapq^e par Vorigine. 

Si J d^signe le sinus de Fare variable x, nous ecrirons 

X = sin Xj 

y est une fonction de x.; c'est la premise des fonctions 
circulaires dont il a ete question au n^ 1 . 

10. VaHation du sinus. — Nous allons examiner de 
quelle maniere varie cette fonction sin a:, quand on fait 
varier Tare x. 

Si X croit de o a -9 sin J? crolt d€ o a i en passant ^vi- 

demm^it par toutes les valeurs interm^diaires-, x croissant 

de - a TT , sin x decroit dc i a o en passant encore par toutes 

les va]i^^^9 iDterm^aires : on yoit que de o a ^, sin x atleint 

sa valeur maxima pour j: = — Si x crolt de t: a — > sin a: 

* 2 2 

est negatif , et continue de dferoitre de o a — i ; enfin x 

croissant de — a a t: , sin x est toujours negatif et croit de 

— I a o. Si Ton fait croitreo? de 27r a 47^5 ou de 4^ a 67c, 
ou, ete,, sin or reprend periodiquement les memes valeurs 
et dans \q m^me ordre. Quand x decroit de o a — 00 , 
sin j: prend, au signe pres, les memes valeurs que quand x 
croit de o a -H 00 ; en d'autres termes , on a , qupl que soit x^ 

( I ) sin ( — x) = — sin x, 

Cjir les extrejDpiit^s de deux arcs xei -^x^ egaux et de signes 
cqnjtraires, sont a egale distance du diametre AA', Vumft 
d'un cote , I'autre de 1' wti'^- 
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£n resume , on a 



sin = 09 sin- = -f-i, sin9r=:o, sin — =-=-ij sin air = 0, 

2 2 

sin ( — jc) = — sin a:, 
sin (2 /-TT -f- ^) = sin x. 

La demiere de ces relations , ou /c designe un entier quel- 
conque positif j nul ou negatif , exprime une propriete re- 
marquable de la fonction sin a:. EUe consiste en ce que 
sin a: ne change pas quand x augmente ou diminue de 2 7r; 
on exprime cette propriete en disant que sinj: est une 
fonction periodique de x^ dont la periode estegale a 2 7r. 

1 1 . Soit X un arc quelconque positif ou negatif . Les deux 
arcs xetx-\-'K sont evideniment termines aux extreihites 
d'un m£me diamitre ; par consequent leurs sinus sont ^gaux 
et de signes contraires : on a done 

(2) sin (tt H- x) = — sin x. 

Ainsi la fonction smx ne fait que changer de signe, quand 
on augmente la variables? de la denu-periode tt. La rela- 
tion precedente ayant lieu quel que soit jr, on pent changer 
a: en — a;, et il vient alors 

sin (tt — x) =: -— sin { — jt), 

ou, d'apres la formule (i), 

(3) sin ( TT — x) r= sin x. 

Ainsi ^ deux arcs supplementaires ont des sinus egaux. 

Puisque le sinus d'un arc ne change pas quand on ajoute 
k cet arc un multiple 2 ft it de 2 7r, on d^uit, des for-^ 
mule^ (2) et (3), 

sin [(2/- -f-i)ff -+- x]=z — sinjc, 
sin [(2 A- + 1 ) tr — jr] = sin x^ 

qui ont lieu quel que soit x. 
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12. De (/ueUfues arcs dont le sinus se calcific facile-- 
ment, — Gonsld^rons un arc moindre quVn© demi-cir- 
conference, AM par exemple [fig- 3) \ son sinus est positif 
et egal a MP. Or, si Ton prolonge MP jusqu'a sa rencontre 
en M'^ avec la circonference, la cprde MM'' sera double du 
sinus MP, et Tare sous-tendu par cette corde sera aussi 
double de Tare AM. On pent done dire que 

Le sinus d'un arc moindre qu\ine demi^circonference 
est egal a la moitie de la corde qui sous-tend I'arc 
double. 

En particulier, le c6te du polygone regulier de n c6tes 
inscrii dans le cercle de rayon x est egal au double de 



sm-- 
n 



Le cote du carre inscrit dans le cercle d^ rayon i ^tant 
egal a V^, on a , d'apres ce qui precWe , 

4 2 

le cote de I'tiexagone reguliev ^tai^t i , on a 

. flr I 
sin^ = --, 

6 2' 

pareillement, lec6te du triangle equilateral inscrit etant 
\/3, on a aussi 

sm-= ~ — 
3 2 

On pent encore obtenir sin — ; car le c6t^ z du deca- 

gone regulier inscrit dans le cercle du rayon i est, comme on 
sait, le plus grand segment de Tunite partag^e en moyenne 
et extrfenie raison : on a 

^'z=ix(i — z) 
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De cette equation on tire z = ; on a done 

. TT — I -H V^ 

sin — = 7 

lo 4 

De la tangente. 

\Z. Soient toujours A Torigine des arcs {fig* 3), et AB le 
sens des arcs positifs. D^signons aussi, comme precedem- 
ment, par x Tare variable dont Textremite M se meut sur la 
circonference ; menons par le point A la tangente j^j^, et soit 
AT la portion de cette tangente comprise entre Torigine de 
I'arc x^ et le diametre OM qui passe par son ex tremite. 
Conformement au principe du n*' 2 , nous regarderons les 
longueurs AT comme positives ou negatives , suivant 
qu'elles seront portees dans le sens Kj ou dans le sens op- 
pose Ay^ et nous appellerons tangente de Fare or, le nom- 
bre positif ou negatif qui mesure la longueur AT. D'apr^ 
cela , + AT est la tangente des arcs qui ont leur extr^mite 
en M ou en M'^, et — AT' est celle des arcs qui ont leur 
extr^mit^ en M' ouen M'''^; nous pouvons ainsi enoncer la 
definition suivante : 

La tangente d'un arc est le nombre positif ou negatif 
qui mesure la portion de tangente menee par Vorigine 
de I'arc, et terminee au diametre qui passe par I 'ex- 
tremite. 

Si jr designe la tangente de Tare x^ nous ecrirons 

X = tang js ; 

tang j: est la deuxieme des fonctions circulaires mention- 
nees au n^ 1 . 

14. Variation de la tangente, — Nous allons examiner 
de quelle maniere varie la fonction tangx, quand'O: varie 

de — 00 a -f- Qo . 
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Si X Croit de o a -, tang x croit a partir de o, et peut de- 
venir plus grande que lout nombre donne; si x croit de 

- a::, tang x est negative , et croit de — oo a o ; x croissant 

de TT a — , tangx redevient positive, et croit de o a H-oo 5 

enfin si x croit de — a aTC, tang x est negative, et croit de 

— 00 a o. Si Ton fait croitre x Ae ^i: k ^r: on Ae J[t: k 6tz ^ 
ou, etc., tangx reprend p^riodiquement les memes va- 
leurs et dans le m^me ordre. Si x varie de o a — 00 , 
tang X prend, au signe pris , les memes valeurs que quand 
X varie de o 4 4- « ; en d'autres termes, on a, quel que 
soit X , 

(i) tang( — x) z=z — tangj7, 

car les extremites de deux arcs x et — x , ^gauiB et de signes 
eontraires, sont a ^ale distance du diametre AA', et d'un 
mftme c6t^ de BB'; les tangentes des deirx arcs soi!it don^ 
egades et de signes eontraires. 

En resum^, on a, en d^signant par 6 un arrc po»itif va- 
riable qui decroit jusqUf'a zero , 

taDgo = o, tangliml «| = -|-qo, tangUm( h«)=:— oo, 

langir = o, taDgkinl « J=-f-oo, tangliml [**)=— «, 

tang a TT = o , 
tang ( — » X ) 2t= — tang x , 
tang(2X-7r-h x) = tang.r. 

Dans la derniere de ces relations , k designe un en tier quel- 
conque. 

15. Soit X un arc quelconque positif ou negatif ^ les deux 
arc«i X ^t X + 7: sont termines aux extremites d'un meme 
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diametre , par consequent leurs tangentes sont egales ^ et 
Ton a 

(2) tang (tt -h JT ) = tang x. 

On voit que la fonction tangx ne change pas, quand on 
augmente Fare de tt; cette fonction est done .p^riodique et 
a la periode tt. 

En changeant a: en — x, dans la relation precedente, 

on a 

tang (if -^ x) z= tang( — x), 

ou, d'apris la formule (i) , 

(3) tang (it — d?) = — tang x ; 

d'ou Ton conclut que deux arcs supplemenlaires ont leurs 
tangentes egcJes et de signes cafitraires. 

Conune la tangente d'un arc ne change pas quand on 
ajoute TT a cet arc, on deduit, des formules pr^cMentes, 

t^uag (^TT -f- x) =tang ^, 
taQg(A-ir — x) =— ^tang.r, 

en d^signant par k un entier positif , nul ou negatif. 

16. De qnelques arcs dont la tangente se calcvle faci" 
lenient. — On voit ais^ment que le c6te du polygone regu- 
lier de n c6tes , circonscrit au cercle de rayon i , a pour 

valenr 2 tang— On peut, par la geometric, trouver le cote 

du carre, de I'hexagone et du triangle equilateral circon- 

scrits, et par consequent les valeurs de tang j^ tang^ et 

TT . . 

tang ^ \ on trouve ainsi : 



TT 



tang ^= I, 
tang ^ = v/3, 
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De la secante. 



17. Soient toujours A Forigine des arcs (fig- 3), et AB le 
sens des arcs positifs ; designons aussi, comme precedem- 
ment, par j: Tare variable dont A est rorigine, et menons, 
par son extremity M, la tangente MK, qui rencontre en K 
le diamitre A A'. Conformement au principe du n° 2. nous 
regarderons les longueurs OK comme positives ou nega- 
tives, suivant qu'elles seront dirigees dans le sens de OA 
ou dans le sens oppose , et nous appellerons secante de 
Fare x, le n ombre positif ou negatif qui mesure la lon- 
gueur OK. D'apres cela, sur la. Jig. 3, les arcs qui ont 
leur extremite en M ou en M'" ont pour secante +OK, 
et ceux qui ont leur extremite en M' ou en M" ont pour 
secante — OK'. Ainsi , generalement , 

La secante d'un arc est le nombre positif ou negatif 
qui mesure la poHion du diametre mene par rorigine y 
comprise entre le centre et la tangente a r extremite de 
Varc, 

Si y designe la secante de Tare »r, nous ecrirons 

jr = sec X ; 

sec X est la troisiime des fonctions circulaires mentionnees 
au n° 1 . 

18. Variation de la secante, — Nous allons examiner 
de quelle maniere varie la fonction sec x , quand x varie 

de — 00 a -h 00 . 

Si X croit de o a -<> sec x croit a partir de i, et pent sur- 
passer tout nombre donne^ x croissant de - a 7i , sec jc est 

negative et croit de — oo a — i ; .r croissant de ir a — 9 

2 

sec X est toujours negative et decroit de — i a — 00 ; enfin 
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jc croissant de — a tt , sdc x est positive et decroit de -I- oo 

a -f- I . Si Ton fait croitre x de 2:1 a 4^> ou de 4^ ^ ^tt, 
ou , etc., sec x reprend periodiquement les memes valeurs 
et dans le m^me ordre. Si x decroit de o a — 00 , sec x 
prend exactement les m^mes valeurs que quand x croit 
de o a -f- Qo •, en d'autres termes , on a , quel que soit x , 

( I ) sec ( — x) = sec :ir, 

car deux arcs x et — x, egaux et de signes contraires, ont 
leurs extremit^s a egale distance du diametre AA', et situees 
d^un m^me c6te par rapport a BB' : les tangentes au cercle 
menees par ces extremity viennent se couper sur A A', et j 
par consequent, les deux arcs ont m^me s^cante* 

En resume , on a , en d^signant par e un arc positif va- 
riable qui decroit jusqu'a zero^ 

sec o =r -f- 1 , sec lim ( g|=-4-Q0, sec lim I - 4- 4 j = — 00 , 

secTT =: — I , sec lim [ • ) ^^ — ^ ' ^^ ^^^ { — -f- « j = -f- 00 

sec27r= -f I, 
sec( — j?)=:seca:, 

sec ( 2 /• TT 4- cr ) = sec x. 

La demiere de ces relations, 011 k designe un entier quel- 
conque positif ou negatif , exprime que la fonction sec a: 
est periodique et a la periode 27:. 

19. Soit X un arc positif ou negatif , les deux arcs x et 
a: H- TT sont termines aux extremil^s d'utf m^me diametre, 
les tangentes au cercle menees par ces extremites sont deux 
par alleles ^galement eloignees du centre, elles vont done 
r^ncontrer le diametre AA' en deux points situes de part 
et d' autre du centre, a des distances egales, et, par con* 
sequent , les secantes des deux arcs sont egales et de signes 
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contraires. On a done 

(2) sec(ir-Ha:) = — sec a:, 

ce qui montre que la fonction sec x ne fait que changer 
de signe , quand on augmente la variable x de la demi-pe- 
riode tt. 

Si , dans la relation ( 2 ) , on change a: en — x , il vient 

sec (tt — X ) = — sec ( — x)^ 

ou, d'apr&s la formule (i) , 

(3) sec(7r — x) = — secx, 

d'ou Ton conclut que deujx arcs supplementaires ont leurs 
secantes egales et de signes contraires, 

Comme la secante d'un arc ue change pas , quand on aug^ 
mente ou quon diminue Tare d'un multiple de 277, on 
deduit, desformules (2) et (3), 

Sec[(2/- 4- l)7rlfcj;]=: — StCXy 

ou k designe un en tier quelconque. 

Du cosinuSy de la cotangente et de la cosecante. 

20. On nomme cosinus, cotangente et cosecante d'un 
arc , le sinus , la tangente et la secante de I'arc complemen- 
taire. 

Soient toujours A Torigine des arcs (fig- 3) , AB le sens 
des arcs positifs , et a: un arc quelconque ayant M pour ex- 
tremite. Pour avoir le cosinus, la cotangente et la cosecante 
de Fare x , il faut prendre le sinus , la tangente et la secante 

de Fare x^ dout Torigine est en B (n*^ 7) , et Fextremiie 

em M , le sens des arcs positifs comptes a partir du point B 
etMkt€eluide 6A. Done, si, du point M , on abaisse uneper- 
pendiculaire MQ sur BB' et une autre MP sur AA', a cause 
de- OP= MQ, cos x sera egaFa + OP ou a — OP, suivant 
quele point P sera sur OA ou sur son prolongement OA'. De 



mki^e si ^ par lis poim li, on mme la (angente z.z\ et par le 
point O le rayon OM qui coupe zz^ en S , cq| a: aera egale 
a H- BS ou a — BS , suivant que le point S sera du m^me 
c6te que Forigine A par rapport a BB', ou du cote oppose. 
£n6n si H desigae le point ou la tang<^nle au cercle en M 
rencontre le diamkre BB', cosec x sera egale i -4- OH on 
a — OH , suivant qup le point H sera situe sur OB ou 
surOB'. 

21. Variations du cosinus, de la cotangente et de la 
cosecante. — On voit par la figure , ou Ton deduit imme- 
diatement des equations 

• /^ \ 

cos J7 = SlD I X\^ 

(0 { cotx=tang(- — ^J, 

fit \ 
GO^ec4:= sec [ x\^ 

que 

X croissant de o a - ? cos x decroil de i a o , cot x de 

2 

^- 00 a o , et co&4c a: de -+• oo a -H i : 

X croissant de - a ::, cos x et cot x sont negatifs, mais 

cosec X reste positive*, cos x decroit de o a — i, cot x de o 
a — 00 , et cosec x croit de -f- i a 4- <» : ' 

X croissant de tt a — ? cos x continue d'etre negatif, 

mAi^CQta; 4eTieiitf poi^jta¥e et cosec x negative; cos a:; croit 
de — I a o , cot x decroit de H~ oo a: o.,. ets coseo^ X croit de 
— 00 a — I : 

X croissant de — a 2;c,. oos x devient positif, cot x et. 

cosec X negatives 5 cqs^x croit 4fi o-a.-+r i, cot x decroit de 
o a — 00 , et cosec xdei — i a — 09 : 

X croissant de %n a. 47^9 ou de 4^1 a/6^) ;ou, etc., cos j?. 
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cot X et cosec x reprennent periodiquement les memes va- 
leurs et dans le meme ordre : et , eniin , que si x varie de o 
a — 00 , cos X prend les m^mes valeurs que quand x varie 
de o a* -j- 00 , cot x et cosec x prennent aussi les monies 
valeurs , mais changees de signes ; en d'autres termes , on a^ 

quel que soit x , 

cos ( ^- a?) = cos x^ 

cot ( — x)=z — cot X , 
cosec ( — x)z=z — cosec x. 

En resume , on a , en designant par e un arc positif va- 
riable qui decroit jusqu'a z^ro, 

coso = i, cos- = o, cos7r= — i, cos — =o, C0S27r=:O; 

2 2 

cot lim fi = -f- 00 , cot- = o, cotlim(fr — g)= — oo , 
cotlim (tt + c) = -H 00 , cot — = o, cotlini(27r — 8) = — oo ; 

cosec lim c = -+- oo , cosec - = h- i , cosec lim (tt — «) = -f-oo, 

cosec lim (tt -h e)=: — oo , cosec ^ — = — i, cosec lim(2^ — t)t= — oo ; 
et 

cos { 2 X-TT -+- x) = cos Xy 

cot (2 Air 4- j:) = colx, 
cosec ( 2 A TT -f- a?) = cosec x. 

Ces demieres equations, ou k designe un entier quelconque, 
expriment que cos x , cot x et cosec x sont des fonctions 
p^riodiques ayant la periode 27r* 

22. On deduit aussi des equations (1) , et de celles trou- 
vees aux n^^ H , 15 et 19, que Ton a , quel que soit x, 

cos (tt -h .Jc ) = — cos X, 
(2) J cot(7r + x) =:cot JT, 

cosec (tt -H jr) =: — cosec x ; 
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d^ou il suit que cos x et cosec x changent de signe quand x 
augmente de la demi-p^riode tt , tandis que cot x ne change 
pas. II en r^sulte que la fonctiou cot or a la periode tt. 

En changeant a: en — x dans les formules precedentes , il 
vient 

I cos (tt — jp) = — cos ( — x)= — cos JC , 
cot{w — j?) = cot( — x):= — cblir, 
cosec ( TT — x)z= — cosec ( — x) = cosec x ; 

ce qui fait voir que deux arcs supplementaires ont leurs 
cosecantes egalesj leurs cosinus egaux au signe pres^ 
mnsi que leurs cotangentes. 

On ddduit facileuient , des formules precedentes , 

cot ( ^ TT zfc a: ) =r ± cot i:, 
cos [(2 ^-f-l)7r±a:] = — COS:t, 

cosec [(2 X* -f-i)7rit jp] =ip cosecx, 

ou k designe un en tier quelconque positif , nul ou ne- 
gatif. 

Reduction des arcs au premier quadrant, 

23. Les six fonctions circulaires dont nous venons de 
commencer I'^tude sont souvent designees sous le nom de 
lignes tn'gonometriques, a cause de leur usage dans la tri- 
gonometric proprement dite. 

II est tres-important de remarquer que chacune des lignes 
trigonometriques d*un arc x prend toutes les valeurs qu'elle 
est susceptible d'acquerir dans la variation indefinie de x, 
lorsqu'on ne fait varier x que dans un intervalle de deux 

quadrants. Ainsi , quand x varie de ^ "*" o ' '^ sinus, 

la tangente , la cotangente et la cosecante prenneiit toutes 
les valeurs dont ces lignes trigonometriques sont suscep- 
tibles. El si x varie de o a tt, le counus, la tangente, la 



2*. 
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ootangente et la secaute prennent aussi loutes Ie» valeurs 
dont elles sont susceptiUes. Enfin , si I'on nfi egard qu'aux 
valeurs absolaes , les six lignes trigonometriqiies prenii^iii 

toutes lenrs valeurs quand Fare varie de o a - ? ou de - a tt , 

on , etc. 

On a souvent besoin , etant donne un arcx, de trou- 

ver Fare compris entie o et -9 qui, abstraction faite des 

signes , a les mimes lignes trigonom^riques que x, Cette 
operation se nomme reduction d*un arc au premier qua- 
drant. Pour effectuer cette reduction , on retrancbera de x 
le plus grand multiple positif on n^gatif de la circonf^- 
rence, qu'il pent contenir, de manierc cpe le reste positif 
on negatif dz a soit en valeur absolue moindre cpie r, ; on 
aura 

et Tare a a , en faisant abstraction des signes , les memes 
lignes trigonometriques que jf. Si a est<^-» le problime 
est resolu, sinon on prendra son supplement n — a, et ce 
supplement, moindre que -9 a, an signe pres, les memes 
lignes trigonometriques que .r. 

Expressions des arcs qiU correspondent a une ligne 

trigonametrique donnee. 

24. U re&ulte des developpements qui precMent, qu'a^ 
chaque valeur de Tare de — 00 a -h 00 correspond une 
valeur imique bien d^terminee pour chacune de ses lignes 
trigoiiomi$lrique&, tandis qu^a une mime valev donnee de 
Tune des lignes trigoiK>metriqu€s correspondent une infi- 
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nil^ de valeurs de Fare ; nous allons resoudre la question ' 
suivante : 

Connaissant Vun des arcs qui correspondent a une 
ligne trigonometrique donnee, determiner tous les autres. 

25. Expression des arcs qiii ont un sinus donne A. 

A ^ant Forigine des arcs (fig- 3 ) , menotis les diam^tres 
A A' et B6' perpendiculaires entre eux. Supposons d^abord 
le nombre donne A positif ; prenons sur OB une longueur 
OQ = A , el inenons par le point Q , MM' parallele a 
AA', les arcs ayant A pour sinus ont necessairement leur 
extremite en M ou en M'. Designons par a Fare AM qui 

est compris entre o et -? tous les arcs qui onl cette m6me 

extremite sont compris dans la formule a/rTr-l-a, ou k 
est un nombre entier (n*^ 7). En outre, comme Fare AMM' 

compris entre - et tt est egal a t: — a, tous les arcs qui 

ont leur extremite en M' sont compris dans la formule 
^kit-h [t^ — a) ou {7,k-\-i) TT — a. II resultedela que 

Toutes les valeurs de x pour lesquelles on a sin x == A , 
sont comprises dans Vune ou V autre des deux formules 

oU k designe un nombre entier indeteimine positif, nul 
ou negatif, et a le plus petit arc positif qui a A pour 
sinus. 

On arrive a la m^me conclusion si A est negalif. Dans 
ce cas, en effet, on prendra sur OB' une longueur 00^= — A , 
et on menera , par le point Q', M''M''' parallile a OA. En 

designant par a Fare AMM'M'' compris entre tt et — j on 
voit que Fare AMM'M^M"' compris entre — et stt, est 

9., 
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egal a 3 tt — a; done les arcs termines eii \F el en M'" soul 
respeclivemenl compris dans les formules 

comme dans le cas de A positif. 

On tire de la une consequence imporlante. Si x el a 
sont deux arcs ayant meme sinus A , el que ces deux arcs 
soient compris dans la m^me fonnule , on a 

a:=:2kv -hoc, (x=: (2 A -|-l)ir — «, 

a= ^A It -^ Xy I a = (2 X-'-h I ) ir — a , 

el Ton voil que la difference x — a est egale a un nombre 
en tier de circonferences. Si au contraire x ei a appar- 
tiennenl a des formules differentes, on a 

x = 2A-7r-ha, (x=:(2/--fi)ic — a, 

a = (2 y "^- i) Tt — a, (fl = 2A''7r -h a, 

ct alors la somme x -^ a est ^ale a un nombre impair de 
demi-circonferences. En rapprochant ce resultat de ceux 
obtenus aux n°' 10 et H , on pent enoncer la proposition, 
suivante : 

Pour que deux arcs aient le menie sinus il faut et il 
suffity on que leur somme soil egale a un nombre impair 
de demi-circonferences y ou que leur difference soit egale 
a un nombre pair de demi-circonferences. 

Remarque. — On pent encore enoncer ce resultat en 
disant que Tequation 

sin J7 = sin a , 

a une infinite de raciues donnees par les formules 

x = 2/-7r-|-«, X =. [7. k -\- \) It — «, 
oil k designe un entier indetermine. 
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^. Expression des arcs qui ont un cosiniis donne A. 
Soient x et « deux arcs qui ont le cosinus donne; les 

complements j; et a ayant m^me sinus, leur sommc 

est egale a un nombre impair, ou leur diiference a un 
nombre pair de demi-circonfet'ences; et, par consequent, 

X = 2 A"7r zfc a. 

27 . Expression des arcs qui ont une tangente donnee A ^ 

Ayant mene par le point A la tangente j^', prenons sur 
Ajr une distance AT = A si A est positif , ou sur Ky' une 
distance AT' = — A si A est negatif, et menons le dia- 
metre OT ou OT'; les points M et M" ou M' et M'", ou ce 
diam^tre coupe la circonference^ sont les extremitesdes arcs 
qui ont A pour tangente. En designant par a le plus petit 
arc positif termine en M ou en M', celui qui est termine 
en M" ou en M'" est tt -f- a ; done 

Les arcs qui ont A pour tangente sont compris dans les 
for mules 

flont V ensemble equis^aut a la formule unique 

An •+- a, 

oil k designe, comme precedemment , un entier positif', nut 
ou negatify et a le plus petit des arcs positif s qui ont K 
pour tangente. 

Si a: et a desiguent deux arcs ayant m^me tangente A , 
on a 

de la et de ce qui a ete dit au n" 15 resulte cetle proposi- 
tion : 

Pour que deux arcs aicnt mcnic tangente, il faut et il 
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siiffit que la difference de ces arcs soil un multiple de la 
denii'circonferen ce . 

Remarque , — On peut dire iaussi que F equation 

tang X = tang a , 

ou a designe un arc donne, a une infinite de racines, don- 
nees par la formula 

X = Ifn -h fl , 

dans laquelle h est un nombre en tier indetermine. 

28. Expression des arcs qui ont une cotangenle don^ 
nee A. 

Soient x et ce deux arcs qui ont la cotangente donnee; 

les complements x et ex. ayant meme tangente , 

leur diiG^rence est egale a un' nombre enlier de demi-cir- 
confi^rences ; et , par consequent , 

x =r /-TT -f- a. 

29. Expression dcs arcs qui ont une secante donnee A. 

Prenons sur OA {fig* 3) une distance OK = A si A est 
positif, ou sur OA' une distance 0K'= — A si A est ne- 
gatif , et menons par le point K ou K' deux tangentes a la 
circonterence; les points de contact M et M"' ou M' et M" 
sont les extremites des arcs qui ont la secante donnee A. 
En appelant a le plus petit arc positif termine en M ou en 
M', celui qui est termini en M'^ ou en M" est 2 7r — a, 
d'ou Ton deduit imm^iatement que 

Les arcs qui ont A pour secante sont conipris dans 
/'une des forniules 

a/ir-f-a, 2X'7r — a, 

cest-a-dire dans la formule 

2 X" TT it a , 
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vh k designe toujours un entier indetemune et a le plus 
petit arc posiUf ay ant A pour secante. 

On Toit aussi que 

Pour que deux arcs aient m^me secante y il faut et il 
suffU que leur somme ou leur difference soft un amltiple 
de la circonjerence, 

30. Expression des arcs quiont une cosecante donnee A . 
Soient xeia deux aros qui out la cosecante donnee; les 

complements a: et a ayant meme secante, leur 

2 2 

somme ou leur difference est un multiple de la demi-H^ir- 
con£§rence ^ par cons^uent 

*F= 2^^ -I- a, ou a; = (2^ -H i) «r — a. 

Des fonctions circulca'res immerses. 

31. Si Ton pose 

X =■ sina; , ou j = tang Xy ou j i= secjc , ou, etc. ,. 

on a coutume d'^crire aussi 
j:=arcsin/, ou x = arc tang/, ou x rrarc secj, ou, etc. 

c'est-a-dire , x = Pare dont le sinus esty, x = Tare dont 
la tangente est^, etc. 

Et il est evident que I'on peut considerer x comme une 
fonction de sinx, ou de tang a: , ou des^cx, eic. Seu- 
lemeAt cette fonetion n'est pas cattLpletemtm determiiiee^ 
arc sinj^, par exemple, admet une infinite de valeurs 
pour une m&nie valeur de r; mais elle devient deter- 

minee , si Ton specifie que Tare x ne varie que de 

2 
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Les six fonctions arc sinj^, arc cosj^ etc., sontsouvent 
employees dans les parties ^levees des mathematiques. Oa 
leur a donne le nom Ae fonctions circidaires immerses. 

Relations entre les lignes trigonometriques d'un m€me arc* 

32. II existe entre les six lignes trigonom^triques d'un 
m6me arc, cinq relations distinctes que nous allons ^tablir. 

Soit A Forigine des arcs {fig* 3), et d^signons par orun 
arc posilif ou negatif dont Fextremile M est situ^e dans le 
premier quadrant AB : menons le rayon OM , et abaissons 
MP perpendiculaire sur OA et MQ sur OB •, enfin, menons 
par les points A, B et M les tangentes AT, BS et KH, on 
aura 

OM = I , 

sinj:=MP, tang a: = AT, sec ar = OK, 

coso: = OP , cot ^ = BS , cosec x = OH . 

Cela pose , le triangle OMP donne 



MP -f- OP = OM ; 
les triangles rectangles MOK et MOH donnent aussi 



OK.OP= OM , 



OH.OQ = OM ; 

enfin les triangles semblables TO A et MOP, BOS et MOQ 
donnent les proportions 



TA 
OA 


MP 
= 0P' 


SB 


MQ 



OB OQ 
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Ces cinq egalites peuvent s'ecrire de la maniere suivante .: 

(i) sin'x -4- cos'x = i, 

(2) secx.cosx= I, 

(3) cosec X . sin J? = i , 

,,. sin or 

(4) tang a: = , 

^^' " cos X 

,^. COS a: 

(5) COtXC=-: 

^ ^ sm jr 

Telles sont les relations que nous voulions oblenir j on 
pent en deduire plusieurs autres qu'il importe de remar- 
quer. Ainsi, on tire des equations (4) et (5), par la di- 
vision, 

(6) cotj: = 



tang X ' 
les equations (2) et (3) donnent aussi 

(7) sec X = 



(8) cosec X = 



cos^ 



sin^ 



ce qui montre que cot x , s^ x et cosec x sont respective- 
men t les inverses de tangx , cos a: et sinx. 
Des Equations {4)*^t (5) on d^duit 

sin'j: I 

I + tang'x = 1 H = — ; — , 

cos X cos' X 

cos'x 1 

I -r cot' X = I -h -r--- = -7-; — J 

sin^ X sin' X 

ou , a cause des relations (7) et (8) , 

(g) sec' J? = I -4- tang' Xy 

(10) cosec'.r =: i -h cot* jp. 
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Ces deux dernieres peuvent se d^duire imm^diatement de 
Isijig. 3. Les triangles rectangles OTA et OS6 donnent, 
en effet, 

relations qui ne sont autres que (9) et (10). 

33. Pour etablir lesformules (1), (2), (3), (4) et (5), nous 
avons suppose Fextremite de Tare xsituee dans le premier 
quadrant ] mais il est aise de voir que ces formules sont ge- 
nerales. En effet, quelle que soit la position de rextr^mite 
M sur la circonfi^rence , il existe (n** ^3) un arc eompris 

entre o et - , et qui , abstraction faite des signes , a les me- 

2 

mes lignes trigonometriques que x ^ d'ou il suit que si Ton 
n'a egard qu'aux valeurs absolues des lignes trigonome- 
triques, les relations (i), (2), (3), (4) et (5) auront tou- 
jours lieu. La relation (1), qui ne contient que les carres 
de sin x et de cos x , sera done vraie dans tons les cas , et 
ilsuffit de constater que , quel que soit x, les deux mem- 
bres de chacune des relations (2), (3), (4) et (5) ont le m6me 
signe. Or on a vu : 

I®. Que cos xet sec X sont tons deux positifs si Textre- 
mite de Fare x est situee dans le premier ou le quatrieme 
quadrant , et qu'ils sont negatifs dans4es deux autres cas ; 

2*^. Que sinx et cos^cx sont positifs si Textremite de 
Fare X est situee dans le premier ou dans le deuxieme 
quadrant , et qu'ils sont negatifs dans les deux autres cas; 

3**. Que tangx et cot jc sont positives si I'extremite de 
Tare X est dans le premier ou dans le troisiemc quadrant , 
auquel cas sin x et cos x sont de m^me signe 5 tandis qu'elles 
sont negatives si I'extremite de Tare x est dans le second 
ou dans le quatrieme quadrant , auquel ca§ sin x et cos x 
ont des signes contraires'. 



LIVRE PREMIER. 1^ 

On conclut de la , et de la regie donnee en algibre pour 
la multiplication des nombres, positifs et n^atifs , que les 
deux membres de chacune des relations (2), (3), (4), (5) 
sent toujours des nombres de m^me signe. Par consequent 
ces formules sont vraies quel que soit x. 

34. Des relations (i), (2), (3), (4), (5), onpeut tirer les 
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonometriques 
en fonction de la sixieme; on a^ par exemple, 



cos J? =rdb V I -^ sin* jr, tango? = 



smx 



± yi — sin' a: 



dbyi — sin^x 



coto: = — "' . 9 sec X — 



sinx dbv^i — sin'j: 

cosecx = -: • 

smx 

Remarquons toutefois que lorsqu'on connait une ligne 
trigonometrique d'un arc x , les autres lignes ne sont pas 
loutes detemiinees entierement \ ainsi , quand on donne 
sin or, coseca: est determinee, mais on ne connait que 
les valeurs absolues des quatre autres lignes. Cela resulte 
de ce que parmi les arcs dont le sinus est donne , il y en a 
dont les cosinus, tangente , cotangente et secante sont posi-^ 
tifs , et d'autres pour lesquelles les m^mes lignes sont ne- 
gatives. 

On a souvent besoin de connaitre sin x et cos x quand on 
donne tang x ^ supposons que la valeur donnee de tang x 

ait la forme fractionnaire —? on aura 

n 



sin X in 

sm- X -H cos' X = I , = — 9 

cosx n 



d'ou Ton tire 



m n 

smx = — — , cosx = -~ 



y/w' -+- «' sjni^ -f- ri^ 
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dans ces deux formules , le radical \/m' -f- w* doit ctre prls 
avec le m^me signe , mais ce signe est indetermine. 

35. On pent demontrer qu'il ne saurait exisler entre les 
lignes trigonometriques de relations distinctes de cellesque 
nous avons trouvees. Supposons, en effet, qu'il en existe une, 
et rempla9ons-y cos x , tang x , cot j: , sec x et cosec x par 
leurs valeurs en fonction de sin x , deduites des relations 
(i), (a), (3), (4), (5), on aura une relation non identique a 
laquelle devra satisfaire sin x : or cela est impossible , 
puisque sin a: est un nombre arbitraire. 
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LIVRE DEUXifiME. 

ELEMENTS DE L4 THfiOME DBS PONCTIONS CnClILAIRES. 

propri£t£s fondamentales. 

Formules relatives a raddition des arcs. — Formules importantes deduites 
de celles relatives a I'addition des arcs. — Applications des formules 
precedentes. — Formules relatives k la multiplication des arcs. — De la 
division des arcs. — Determination des sinus et cosinus de certains arcs. 



Formules relativ^es a V addition des arcs, 

36. Sinus et cosinus, — Nous allons montrer comment 
on peut obtenir le sinus et le cosinus de la somme ou de 
Ja difKrence de deux arcs, quand on connail les sinus el 
cosinus de ces arcs. 

Soient a elh deux arcs positifs dont le premier n'est pas 

moindrc que le second , et dont la somme ne surpasse pas — 

Soil A [fig- 4) I'origine des arcs , prenons AM = a, et 
MN = ML = 6 ; on peut considerer I'arc b comme ayant 
M pour origine et N pour extremite, et Ton a 

joignons NL qui est perpendiculaire en Q sur le rayon OM, 
abaissons NR , QI , MP et LS perpendiculaires sur OA , 
inenons enfin QH et LK paralleles a OA , on aura 

sina = MP , cos fl = OP, 
sin b = NQ , cos ^ = OQ , 

V 

et , en remarquant que les triangles NQH et LQK sont 
egaux comme ayant un cote egal , NQ = Ql j , adjacent a 
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deux angles q^aax chacan a chacon , on anra anssi 

sin(fl-h*) = NR = QI-hNB, 
eoa(it-h ^) = Cm=rOi— QH, 
an(fl — ^)=:LS =QI— KH, 
coa(tf~^)=r06 =3 0I-t-QH. 

Cela pos^ , left uian|^ scmblables MPO ec QIO donnent 
left proportions 



MP OP OM 



d*oa Ton lire 



QI = — ^g-^ = sina cos6 , 

OI = — — -- — =r cusa cos6. 
OM 

Les triangles MPO et KQH sont aussi semblables , car 
ils ont les c6tes perpendiculaires cbacun a rhacuii *, on a 
done les proportions 

NH QH_NQ 

op~"mp"~om' 

d'ou Ton lire 

r..^ OP.NQ . , 

jiH = — = costf sin 6, 

OM 

^„ MP.NQ . . 

Q" ^= Vaw = sin « sin b. 
OM 

Connaissant ainsi les yaleurs de QI , OI , NH et QH , on a 

(i) sin (a + 6j = sina cos ^ H- cosa sin ^, 

(2) OM (a-\- b)=s cos a cos ^ — sin a sin b^ 

(3) sin (a — b) =z sin a cos b — cos a sin by 

(4) cos (a — &) =r cosa coft^ -hsinasin ^. 

37. Ccs formnles (i), (2), (3), (4), n'ont ete demontr^es 
qvip dans Thypoth^ ou a oi 6 sont deux arcs posiiifs dont 
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la somme n*est pas sup^rieure a - ; oadoit m^iue supposer, 

dans les formules (3) et (4), que an'estpas infgrieur a i, 
restriction a laquelle ne sont pas soumises les formules (i) 
et (2) a cause de la sym^trie. Nous allons prouver que ces 
quatre formules sont g^n^rales; la demonstration sera com- 
posee de quatre parties. 

I**. Les formules (i) et (a) sontvnws pour toutes les 

valeurs de a et de b comprises entre o et — 

Cette proposition etant d^montr^e dans le cas de 

a -h i <] - > supposons «-!-&>-? et soient a' et i' les 

complements de a et de J; on aura a'-h i'<^-y par con- 

s&pient, 

sin ( a' 4- ^') = sin «' cos b'-h cos a' sin b\ 
cos («'■+• b') = cos a' cos b' — sin «' sin b'. 

En rempla^ant a' et i' par leurs valeurs a el by 

se rappelant , en outre , que deux arcs supplementaires ont 
des sinus egaux et des cosinus egaux et de signes con- 
traires , les formules pr^cedentes deviennent 

sin (a 4- ^) = sin fl cos b -^ cosasinb^ 
cos (a -f- ^) = cosa cos b — sin a sin 6 ; 

ce sont precisement les formules (i) et (3). 

a*'. Si les formules (1) et (2) sont vraies pour deux arcs 
a etb, elles seront vraies encore, si Von ajoute ct I'un 

des arcs ou h tous deux le quadrant - ou un multiple 

queleonque de -* 

On a, par hypothise, 

sin (a -+- A ) = sin a cos b -+- cosa sin b, 
cos ( fl -4- b) r= cosrt cos b — sin a sin b. 
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It 



Soil a' = a -H -» et rempla^ons a par a' ? il vient 

sin ( fl'-t- 5 j = sin f a' j cos b -f- cos ( a' | sin 6, 

cos ( fl'+ h j = cos f a' J cos h — sin I a' | sin ^ ; 

or, on a, quel que soit a:, 

. / ttX . /^ \ 
sin I X I = — sm I "^ ) ^^ — cosx, 

done les formules precedentes deviennent 

cos (fl'-4- b ) = cos fl' cos b — sin a' sin by 
sin (fl'H- & ) = sin a' cos b -+- cos «' sin b , 

et Ton voit que ce sont precisement les formules (i) et (2) 



cos 



re , 



ou Ton a mis a' ou a H — a la place de a. 



2 



Si done les formules (i) et (2) sont vraies pour deux arcs 
a elb^ elles le seront encore quand on aura ajoute a 1 un 

de ces arcs - 5 et , par suite , un multiple quelconque de - ; 

il est evident qu'il en sera de meme si Ton ajoute aussi 

au deuxieme arc un multiple quelconque de - • 

On peut conclure de la que les formules (i) et (2) sont 
vraies pour toutes les valeurs positives de a et de &. 

Supposons , en elFet , que les arcs a et & contiennent res-^ 
pectivement le premier m , le deuxieme n quadrants , et 
posons 

a =1 m — h^t = n — h^; 
2 2 

a^ et b' etant chacun moindres qu'un quadrant, les for- 
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mules (i) et (d) serojit vraies quand on aura remplace aeib 
par a' et i' respectivement; done, d'apris ce qui pr^cMe , 

elles le sont pour les valeurs m — \-a\ n — hb' de a 

2 2 

et de h. 

3**. Les formules (i) ^^ (a) sont vraies pour des valeurs 
quelconques de a et deby tune positiv^e^ V autre negative. 

Supposant a positif et b negatif , designons par A: un 
nombre entier positif tel, que 2 Att soit plus grand que],la 
valeur absolue de & ; 2 At: + & etant positif, on aiira 

sin (a -f- 2^ir -j- b)z=zsma cos(2A:7r -h ^) + cosasin(2^ir-h ^), 
cos(fl -I- 2 /'TT 4- ^) = cosfl cos(2 kit -h If) — sina sin(2 ^tt-H b). 

Mais on a, quel que soit x (n^*10et21), 

sin (2 A-TT -h jr) =r sin x, cos (2 X- tt -f- a:) = cos x ; 

done il vient 

sin (a + ^) = sin a cos b -h cosa sin b , 
cos (n + b) = cosa cos b — sin a sin b. 

Ce sont les formules (i) et (2). 

4*^. Les formules (^) et (2) sont vraies pour des va- 
leurs negatives quelconques de a et de b. 

Soient 

ar= — a\ b = — b'; 

a* et b' etant positifs , on aura 

sin (a'-l- b^ ) = sin a' cos b'-h cos a' sin b'y 
cos (a'-h ^' ) = cos a' cos b' — sin u' sin b\ 

En mettant — a et — J au lieu de a' et b\ et se rappe- 

lant que 

sin( — x) =: — sin^, cos( — j:) = cos^, 
il vient 

sin (a -4- ^) = sin a cos b + cos a sin by 

cos (rt -f- ^) = cos a cos ^ — sin a sin ^. 
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La gen^raliie des formules (i) et (2) est done completement 
etablie. 

Les formules (3) et (4) se deduisent des formules (i) et 
(2) en changeaut h en — b\ done elles sonl vraies pour 
toutes les valeurs de a et de &. 

38. Remarque. — Non-seulement les formules (3) et (4) 
sont comprises dans les formules (i) et (2); mais encore, 
chacune des formules (i) et (2) est comprise dans Tautre. 
Prenons,. en effet, la formule (i), 

sin (a + 6) = sin a cos b + cos a sin by 

qui est vraie pour deux arcs quelconques, et mettons-y 

a au lieu de a , — i au lieu de & : il vient 

2 

cos (fl H- ^ ) = cos a cos b — sin a sin b, 

C'est pr^cis^ment la formule (2). Reciproquement, on pent 
deduire la formule (i) de la formule (2). Ainsi, les quatre 
formules (i) , (2) , (3) (4) se r^duisent au fond a une seule , 
mais il est souvent avantageux de les consid^rer toutes les 
quatre. 

39. On pent facilement trouver les sinus et cosinus d'une 
somme d'un nombre quelconque d'arcs, quand on con- 
nait les sinus et cosinus de chacun d^eux. Soient, par 
exemple, a, &, c trois arcs quelconques^ on a 

sin (a -+- ^ -f- c) = sin [a -\- b) cos c 4- cos [a -+■ b) sin c, 
cos (« -+- ^ -h c") = cos(a -H b) cos c — sin [a -h b) sin c. 

En rempla^ant sin (a -4- i) et cos (a -h i) par leurs valeurs , 
il vient 

sin (fl H- ^ -f- c) = sin a cos b cos c 4- sin ^ cos a cos c 

-+- sin c cos a cos b — sin a sin b sin c , 

cos [a -\- b -^ c) -=1 cos a cos b cos c — cos a sin ^ sin c 

— cos 6 sin a sin c — cos c sin a sin ^. 
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Connaissant ainsi les formules qui donnent les sinus et 
cosinus d'une somme de trois arcs , on pourra obtenir celles 
qui donnent les sinus et cosinus d'une somme de quatre, 
puis de cinq, et ainsi de suite. 

40. Tangentes et cotangentes. — Proposons-nous main^ 
tenant de trouver la tangente ou la cotangente dela so&ime 
de deux arcs , connaissant les tangentes ou les cotangentes 
de ces arcs. 

Soient aei b deux arcs quelconques positifs ou n^gatifs ^ 

on a 

, , , sin (fl -h b) sin a cos b -|- cos a sin b 

tang (a -h b) = ) j^ = y -; p— , 

cos {a -ho) cos a cos o — sin /i sm b 

et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang [a 4- b) 
par cos a cos Z^, il vient 

(5) tang(«4-^)=-^^^-:^l^. 

Si I'on change i en — b dans cette formule, on a 

(6) tang(a-6)= t«°g"-tangf> 

^^ ' i-+-tanga taflg^ 

Pour avoir col{a-hb) exprimee en fonction de cota et 
coti, on ecrira 

, , . cos (a -+■ b) cos a cos b — sina sin b 

cot{a 4- b) — -r-7 — p-~ = -: r- r—r^ 

sm (a -H 0) sm a cos b H- cos a sm b 

et^ en divisant haut et has par sin^ sinZ^, il vient 

cotacot^ — I 



cot [a -h b) = 



cot a -i- cot b 



il. Remarque. — II est tres-important de remarquer 
que tang (a -h b) pent s'exprimer rationnellement en fonc- 
tion de tang a et de tang b , tandis qu'il est impossible d'ex- 
primer rationnellement sin (a-hb) en fonction de sina et 

3. 
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de sin 6, on cos (a-{- b) en foncdon de cos^i et <x>s b. Si , 
en efTet, dans Fexpression de sin [a^b)^ on remplace 

cos a et cos A par leurs valeors yi— sm*a, yi — sin*i, 
cette expression contiendra des radicanx; la mftme chose a 
lieu quand on remplace dans Fexpression de cos (a + &) , 

sin a et sin b par ^i — cos*a , ^ i — cos'A , excepte dans le 
cas paiticnlier oil b = a. 

4fi. On pent exprimer la tangente d^nne somme d^un 

nombre quelconque d^arcs , en fonction rationnelle des tan- 

gentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, &, c trois arcs 

quelconques; on aura 

, , tang (a -h b) -h tanc c 

tang(tf 4- ^ -4- c) = ^ ^ ^ ,, — ^ , 

^^ ' I — tang (a -1-6) tang c 

et , en remplacant tang (a + b) par sa valeur — ^ ? 

il vient 

, , . tanga + tang^ + tangc — tanga tang^tangi? 
tang (a -h 6 -4- r) =r — 5 o_^ — ir:© p ^ p 

I — tanga tang b — tang a tang c — tang b tangc 

En general, si Ton a m arcs a^b ^c^, . ,^l^ et que Ton 
d6signe par Si la somme de leurs tangentes , par Ss la somme 
des produits deux a deux de ces tangentes , par Ss la somme 
de leurs produits trois a trois, etc., et enfin par S„ le pro- 
duit de toutes les tangentes, on aura 

a^b-^c-\-...^l)=z^ — -_: 

jNous nous bornons a mentionner cette formule remar- 
quable, le lecteur en trouvera aisement la demonstration. 

43. Nous n'avons rien a dire au sujet des secantes et 
cosecantes dont I'usage est peu frequent. On trouverait faci- 
lement les valeurs de sec (a H- ft) et de cosec(a-|- ft), 
puisque ce sont les inverses de sin(a -j- ft) et cos (a -4- ft). 
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Formules impoHantes dedidtes de celles relatives a 

r addition des arcs, 

44. Des formules 

sin [a -\- b) ■=. sin a cos b -f- cos a sin 6, 
cos (fl -f- ^) = cos a cos b — sin a sin b, 
sin (a — ^) = sin a cos 6 — cos a sin ^, 
cos [a — b) =: cos a cos b -h sin a sin b^ 

on d^uit, par addition et soustractiou, 



(') 



sin (a + ^) + sin [a — ^) =r 2 sin a cos by 
sin [a -H|^) — sin {a — ^) = 2 cos a sin by 
cos (a -h ^) H- cos^(rt — ^) = 2 cos a cos b> 
cos (a — ^) — cos (« -h 6) == 2 sin a sin b, 

Soieut maintenant 

a -^ b =zpy a — b = fj ; 
on aura 

et les formules precedentes deviennent 

sin p-h siu q =z 2, sin -J (p -+• q) cos |(/? — g), 
sin /? — sin ^ = 2 sin 7 (/? — ^) cos 7 {/> -h ^)> 
cos p -+■ cos ^ = 2 COS7 {p -hq) cos 7 ( /> — q)y 
cos 9 — cos /? = 2 sin 7 (/> -h y) sin 7 (/? — y). 



(=«) 



Ces formules {2), d'un usage frequent, servenl a exprimer 
la somme ou la difference de deux sinus ou de deux cosi- 
nus par un produit de sinus et cosinus. 

On pent de meme exprimer par un produit la somme 
ou la diiference d'un sinus et d'un cosinus, car on a 



cos 



/> db sin 7 = sin ( p\ ± sin 7, 
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tft, on faisaut usage des formules (2), 



(4) 



iMi>p -h sin y = 2 sin i ^ — j cos I -j — y 

cos z; — SID o =z 2 sm -7 — \ cos I 7 — | • 

En divisant deux a deux les formules (2), on obtient les 
suivantes, qu'il est important de se rappeler : 

sifl/?H-siny _ sin|(/?->-y)cos|(/? — y) _ tang|(/>4-y) ^ 
unp — sin^ sin |(/? — ^)cos|(;? -h ^) tangK;? — 9)' 

sin/? -4- sin y _ 8in|(;>-4-y) ^^ ._f . y^ 

COS/?-hCOSy C06j(/?-4-9r) ^iXP'^^h 

finp -h sin y _ co%\[p — q) 

=r -: — • = cot -{p — «7J, 

cosy — cos/? %\n\{p — q) ' ^^ '^' 

sin /I — sin y sin|(/> — y) ,, 

; i = H-l-C ^ = tans I ( p — y ), 

cos/* -f- cosy cos|(/?— y) f^ 2 v^ v/> 

sin/? — sin 7 cos-J- {p-^- a) 

—^ 1 = . / ^ = cot i- (/? -h y), 

cosy — cos/? sm|(/?-f-y) ^ ^^ 

cos/?4-cosy cosj(/iH-y)cosi{/? — y) ,, v ., » 

— ^ -= . , / ', — ^; = cot^(/?H-y)cot|(i?— ^. 

cosy — COS/? smj (/?-+- y)sin|(/? — y) t\r^^} »vr 

45. On pent aussi transformer la sonmie ou la difference 
de deux tangentes en un produit de lignes trigonometriques. 
On a, en effet, 

. , sin a . sin b sin a cos b dtl cos a sin b 

tang tf ±: tang b = ± , = ; ^ ? 

cos a cos 6 cos a cos b 

OU 

/ir\ _i_ f sin(fl±t) 

W tang 12 ± tang ^ = ^ / : 

cos a cos o 

on aurait de m^me 

. , sin ib ± fl) 

cot « ± cot O =: ^ ; - 

cos a cos 6 

. _L. » cos(a±^) 

cot a ± tang 6 = ^ —' . 

sm a cos 6 
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Voici encore une formule qu'il est bon de remarquer. Mul- 
tiplions entre elles les deux egalites 

sin (a -h b) = sin a cos b -4- cos a sin by 

sin {a — ^) = sin a cos b — gosh sin b ; 
il vient 

sin (a -h b) sin {a — b)z=i sin* a cos' b — cos' a sin' by 

= (i — sin' b) sin' a — (i — sin' a) sin' by 

= (i — cos'a)cos'6 — (i — cos'6)cos'«r, 
ou 

(6) sin (a -+- b) sin (a — 6) = sin' a — sin' by 

= cos' b — cos' a, 

Applications des Jbrmules precedentes, 

46. Nous allons faire 1' application des formules prece- 
dentes a la solution de quelques probUmes. 

Problems I. — Trouuer le cdte du poly gone regulier de 
quinze cdtes, inscrit dans le cercle dont le rayon est 
V unite. 

Appelons x le c6te cherche ; on a (n® 12) 



i5 



Or, -= = ^ \ done 

^ l5 D lO 

6 lo/ 
On a trouve (n« 12) 



. TT TT . TT TT 

2 Sin 7t cos 2 sm — cos 7^- 

6 10 10 o 



. TT I . TT I -H V^ 

62 10 4 



et 1 'on en deduit 



COS 77= • C(iS 

o a 10 
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uu a doDC 

47, Pkoblexe U. — Demonirer que si a\b. c sont trois 
arcs dont la somme est egale a r, on a 

co»' a -h cos* h -f- cos* c -4- 2 00s a cos ^ oosc = i . 

De la reUtion 

a -^ b •=z 7: — e 
en tire 

cos (a -h 6) =: — cose, 
ou 

COS a cos b + cos c = sin a sin 6 ; 

elevant au carre , il Yient 

cos'acos'^ + 2cosacos6cosc + cosV= sin'asin'^ 

= (l— COS'fl){l — cos'A), 

oti , en faisant les reductions, 

cos'a -i- cos'^ H- cos*c -\- 2 cos a cos ^cos c = i , 

ce qu^il fallait demontrer. 

Remarque, — On pourrait, pour verifier la relation 
indiqn^, y remplacer c par sa valeur tt — a — i , et de- 
montrer ensuite qu'elle devient par la identique. En ge- 
neral, pour yerifier une relation V = o entre les lignes 
trigonometriques de m arcs lies entre eux par m — n ^qna-^ 
tions, on tirera de ces equations les valeurs de m — n 
arcs en fonction des n autres , et on les substituera dans 
Fequation V = o qui deriendra alors identique. On rendra 
Tidentite manifeste en exprimant toutes les lignes trigono* 
m^triques de chaque arc en fonction de Tune quelconque 
d'entre elles. 

48. PaoBLEME III. — Trouver la relation qui existe entre 
trois arcs dont les cosinus sont lies par la relation 

cos'rt -{- cos' b -h cos'c -I- 2 cos a cos b cos c = i * 
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Gette relation peut s^ecrire ainsi : 

(cos a -I- cos b cos c)* — cos' b cos'c •+• cos' b -+• cos^ c =ri , 
ou 

(cos a -f- cos b COS c)' = i — cos' b — cos^ e -H cos' b cos' c 

= (i — cos'^) (i — cos'c) = sin' A sin'c, 
ou 

(cos a 4- cos ^ cos c)' — sin' ^ sin'c = o. 

Le premier membre est la diiKrence de deux carres ^ on peut 
done le decomposer en facteurs , et Ton a ainsi : 

(cosa -f- cos b cos c — sin 6 sin c) (cos a -h cos b cos c 4- sin ^ sin c) = o, 

ou 

[cos a -f- cos (^ -♦-<?)] [ cos a -\- cos (b — c)] = o. 

Enfin , en faisant usage des formules du n^ 44, il vient 

, a~{-b-{-c — a-\-b'\~c a — b-^-c a-{-b — c 

4 cos cos cos cos = o. 

2 2 2 2 

Cette equation n'est autre que la proposee mise sous une 
autre forme. Pour qu'elle ait lieu, il faut et il suffit que le 
cosinus de Pun des arcs 

a'{'b-\-c — o + ^H-c a — b -j- c a-\-b — c 

, ^ — ^ , 

2 2 2 2 

soil nul, et, par suite, que Tun de ces arcs soit egal a 

(2% + i)-9 en designant par k un nombre entier positif, 

nul ou negatif . 

En resume , les arcs a^b ^ c satisfont a Tune des quatre 
relations 

« -I- A 4- C = (2 ^ -h l) TT , 

— a-\- ^4-c=:(2^--|-l)7r, 
a — ^ + <? = (2 X* -H I )7r , 
a-^- b — c=z[^k'\~ i)7r. 
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iif, Pkoklevk IV. — TrouA^^' la somme des cosinus de 
n arcs 

<-#! progretfion arithmetique, 

SfAt i nn nombre entier qaelconque : on a ( n^ 4i) 



2W11 



-coj(tf-f-iA^ =sd| aH « ) — sin I a-\ A j 



En domiJiit a I les valeors o,i«2,3,...,n — i, il 
▼lent 



. A 

2SUl-G0Sa 

2 



A , ^^ - / 3A\ . / A\ 
2sin~costii + A^ = sin 1 a -I I — sin I a-J-- I ^ 

2 ' ' V 2 / \ a; 

• * / ., . / 5A\ . / 3A\ 

2 sm- cos (fl-f-2A)=:sniliiH j — sinltfH p 



2 sin 



in-cos[flH-(« — i}A]=sin (nH A J — sin (a -I h]- 

Ajoutant ces ^alites membre a membre et faisant les re- 
ductions , il vient 

2 sin - (cos a -h cos {a -h A)-4- cos(fl-|-2A)4- . . .-f- cos [«-h(« — i)A]} 

= sin(tf H h\ — sin/a j, 

d'ou 

cos a -f- cos (fl -H A) -h . . . -h cos [a -H (/i — i) A] 

. / 2«— 1 .\ . / A\ 

sm I n H A j — sm I a j 



, A 
2 sm- 

2 



enfin , en transformant le numerateur du second membre 
en produit de sinus et cosinus , par les formules du n^ 44 , 
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on a 

cosa -f- COS (fl + A) 4- cos (a -h 2 A) -h . . . -h co»[a + (« — i) h] 

, nh f n — I \ 
sin — cos \a-\ h \ 

^ —k • 

sin- 
2 



C'est la fonnule qui resout le probleme. 

CoroUaire. — Si danscette formule on change a en - — a, 



It 
2 
et A en — A , il vient 



sin fl H- sin (a -f- A) -h sin (a -i- 2 A) -H . . . -h sin [a -|- (/i — i)h\ 



, nh . ( « — I , \ 
sin — am I a h h \ 



. h 

sin- 

2 



cetie demiire formule fait connaitre la somme des sinus de 
n arcs en progression arithmetiqUe. 

For mules relatwes a la multiplication des arcs, 

50. Sinus et cosinus, — Si , dans les formules 

j sin (a + 6) = sin a cos b -h cos a sin by 
^ I cos(a -^ b) z= cosa cos b — sin a sin b, 

on fait 6 =; a , il vient 

j sin 2 a = 2 sin a cos a , 
^ ^ f COS2 a = cos* a — sin' a. 

Ces formules (2) font connaitre les valeurs de sin 2 a et de 
cos 2a en fonction de sin a et de cosa. Si on veutles ex- 
primer en fonction de sin a ou de cos a seulement , on devra 

remplacer cos a par v^i — sin* a , ou sin a par \/i — cos* a ^ 
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on obtient ainsi : 



(3) 



sin 2 a — "+* 2 sin a ^ i 


— sin' a 


= ±2cosa ^1 


— cos'a> 


cos 2fl = I — 2 sin' a 




= 2 cos' a — I . 





II importe de remarquer que cos la s'exprime rationnel- 
lement en fonction de cos a ou de sin a , tandis qu*il est im^ 
possible d'exprimer sin 2a en fonction ra^onnelle soitde 
sin a, soit de cos a. II resulte de la que, si Ton connait la 
valeur de sin a ou de cos a, cos 2 a est entierement deter^ 
mine , tandis que sin 2 a ne I'est qu'en valeur absolue. 
Nous allons donner la raison de ce fait. 

SI . Supposons d'abord que la valeur de sin a soit con- 

nue , et posons 

sindT = A; 

Tare a est indetermine , et ses valeurs , en nombre infini , 
sont donnees (n" 25) par les formules 

ou a designe un arc determine ayant A pour sinus. D'apres 
cela, les valeurs de sin 2 a et de cos ia sont donnees par 
les formules 

sin 2 II = sin (4 ^'tt -+- 2 a) = sin 2 a , 

sin 2« = sin(4^7r -f- Hit — 2a) = — sin 2 a; 

cos 2,a =r cos(4 A'TT -h 2 a) = COS 2 a , 

cos 2a = cos(4^^H-2 7r — 2a) = cos 2 a. 

On voit par la que sin ia est susceptible de la double va- 
leur di sin2a, tandis que cos 2a n'a que la seule valeur 
cos 2 a. 

La meme chose a lieu , si c'est la valeur de cos a qui est 

connuc. Soit 

COS « = A , 
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ct ot un arc determine ayant A pour cosinus *, les valeurs de 
a sont donn^es par la formule 

par suite, celles de sin 2a et de cos 2a le sont par les sui- 

vantes : 

sin 2a = sin(4^^ifc2a) = ±sin 2a , 

cos 2 a =cos(4^7f ±2a) = cos 2a; 

sin 2a a done deux valeurs egales et de signes contraires .^ 
tandis que cos 2 a n'en a qu^une seule. 

52. Si , dans les formules (i), on fait 6 = 2 a , il vient 

sin 3a = sin a cos 2a + cos a sin 217, 
cos 3a = cos a cos 2a — sin a sin 2a ; 

en rempla^ant sin 2 a et cos 2 a par leurs valeurs tirees des 
equations (2) , on a les suivantes : 

,, j sin 3 a = 3 sin ii cos' a — sin^ a , 

I cos 3a = cos^ a — 3 sin* a cos a , 

qui font connaitre sin 3 a et cos 3 a en fonction de sin a 
et cos a. En remplafant, dans la premiere, cos* a par 
I — sin* a , et dans la seconde sin* a par i — cos* a , il 

vient 

^ I sin 3 a = 3 sin a — 4 sin^ ^ 9 

\ cos 3a = 4 cos^ a — 3 cos a. 

On voit que sin 3 a et cos 3 a sont exprimables rationnel- 
lement, le premier en fonction de sin a, le second en 
fonction de cos a, tandis qu'il est impossible d'exprimer 
sin 3 a en fonction rationnelle de cos a, ou cos 3 a en fonc- 
tion rationnelle de sin a. II r^sulte de la que, quand on 
donne sin a , sin 3 a est entierement determine , tandis que 
cos 3 a ne Test qu'en valeur absolue ; et , au contraire , si 
Ton donne cos a , cos 3 a est determine , mais sin 3 a ne Test 
pas. On pent montrer, a priori, qu'il doit en ^tre ainsi, 
par des considerations analogues a celles du n^ 51 . 
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53. Supposons d'abord qu'on donne sin a = A , les va- 
leurs de a sont 

ii = 2A7r4-a, a = (aX- -f- i)ir — a, 

oA a designe un arc determine ayant A pour sinus. Les va- 
leurs de sin 3 a et de cos 3 a sont 

sin 3^/ = sin {6 kit •+- 3a) = sin 3a, 

sin 3« = sin(6X'7r -f- 37r — 3a) = sin 3a; 

et 

cos 3a = cos (6 ^ TT -I- 3a) = cos 3 a , 

cos 3a = cos (6^7rH-37r — 3a)== — cos 3 a ; 

d*ou il suit que sin 3 a a la valeur unique sin 3 a , tandis 

que cos 3a a la double valeur ± cos 3a. 

Le contraire a lieu , si Ton donne cos a = A ^ les valeurs 

de a sont 

a = aX-Trdl a, 

ou a designe uo arc determine ayant A pour cosinus ^ les 
valeurs de sin 3 a et de cos 3 a sont 

sin 3 a = sin ( 6 X-ir zh 3 a) = ± sin 3 a , 
cos 3 a ==: cos( 6 A-ir ± 3 a) = cos 3 a ; 

ainsi , sin 3a a la double valeur ± sin 3a, et cos 3 a la va- 
leur unique cos 3a. 

54. Si Ton connait les valeurs de sin (m -^ i) a et de 
cos {m — i) a en fonction de sin a etde cos a, on aura celles 
de sin ma et de cos ma , en posant b = (m — i)a dans les 
equations (i), qui deviennent alors 

sin ma = sin a cos {m — i)a -h cos a sin(/7t — i)fl, 
cos ma = cos a cos {m — i ) a — sin asin{m — i ) tf , 

et en substituant a sin (m — i)a et cos (m — i)a leurs 
valeurs connues. 

On comprend comment on pourra calculer de proche en 
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proche, par cetie methode, les valears de sin ^a et cos 4^9 
sin 5 a et cos 5a, etc., en fonction de sin a et cos a. Mais 
nous ne pousserons pas plus loin les calculs ^ nous donne- 
rons d'ailleurs , dans la suite , une methode generale pour 
former directement les valeurs de sin ma et de cos ma , 
quel que soit Fen tier m. 

55. Tangentes et cotangentes* — Si , dans la formule 

//?• / IV tanga-htang^ 

(6) tang {a-\-b)=z ^ 5___^, 

^ ^ ^ ^ I — tang a tang b 

on fait & == a , il vient 

/ N 2 tang a 

(n) tang 2a = ^ , 

^'' ^ I — tang' a 

formule qui fait connaitre tang a a en fonction rationnelle 
de tang a. 

Si , dans la formule (6 ) , on fait i = a a , il vient 

^ tang a 4- tang 2 a 

tang 3a = — 5 

° I — tangatangsa 

et, en remplacant tang a a par sa valeur , 

> ^^_ 3tangg>-teng^a 

tang;5a = 5- 

° 1 — Stang^a 

Generalement, si tang(m — i) a est connue, on aura 
tang ma par la formule 

tang a + tang (m — 1 ) a 

tang ma = 2 ^ L — 

^ I — tang a tang [m — i ) a 

On pourra done calculer successivement les valeurs de 
tang 4^ ? tang 5 a , etc. , qui seront toutes exprim^es en fonc- 
tion rationnelle de tang a. Nous donnerons dans la suite 
I'expression generale de tang ma en fonction de tang a. 

56. On peut demon trer, a priori , que si la valeur A de 
tang a est connue , celle de tang ma est determinee. Ejol 
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effet, si (X. designe un arc determine ay ant A pour tangente, 
les valeurs de a sont donnees par la formule (n** 27) 

AT z=: /• TT -h a ; 

et celles de tang ma le sont par la suivante : 

tang ma = tang (wA-tt -f- /ti a) = tang m a ; 
tang ma n'a done que la seule valeur tang ma. 

57. Si, dans la formule 

, , , cot a cot h — I 

cot (a -+- 6) = r- » 

^ ' cot rt -4- cot 6 



on fait & = a , il vient 

cot' a — I 



C0t2« = 



2 cot a 



Cette formule pent d'ailleurs se deduire de celle qui ex- 
prime tang 2 a en fonction de tang a : en general , si Ton a 
I'expression de tang ma en fonction de tang a , en rem- 

pla9ant tang ma par ettangapar ? on aura I'ex- 

pression de cot ma en fonction de cot a. 

De la division des arcs. 

58. Sinus et cosinus. — Si, dans les formules 

sin 2^ = 2 sin a cos a , 
cos 2 fl =: cos'a — sin^a , 

on met I a au lieu de a, il vient 

j sin a = 2 sin >• a cos -5- «, 
^ ' I cos a = cos* \a — sin* -J-a. 

Ces formules permettent de calculer sin -j a et cos \ a , 
quand on connait soit cos a, soit sin a : nous allons exa- 
miner ces deux cas. 
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59. Etant donne cosa^ troui^er sin^a et cos\a. — 
Des deux formoles 

cos*-5-« — sin' j^ a = cos a, 

cos* y « -h sin' I a = I , 
on tire 

,, i-f-cosa . ,, I — coso 



cos'ja= , sin'-i. 



d' ^ 



ou 



/o\ I _i_. /i -4- cos a . . . /i 

(a) cos-^tf=:±:i/ , sin|fl = ±:i/- 



— cos« 



On voit que les valeurs absolues de cos ^ a et sin \ a sont 
determinees , mais que leurs signes ne le sont pas. On peut 
expliquer ce r^sultat par des considerations d^ja employees. 
Soient A la valeur donnee de cos a , et a un arc determine 
ay ant A pour cosinus ; les valeurs de a pour Icsquelles on 
a cos a = A sont donn^ par la formule 

par suite , les valeurs de cos | a et de sin f a le sont par les 
suivantes : 

cos 7 a = cos ( /■ ir ± 7 a) , 

sin y a = sin [kiz±\ ol ). 

Or , si Ton prend pour k un nombre pair , ces formules 
deviennent ( n°" 40 et 21 ) 

cos 7 « = cos 7a, 
sin 7 a = zh sin 7 a ; 

et si Ton prend pour A un nombre impair, elles deviennent 

cos 7 « = — cos 7 a , 
sin 7 a = db sin 7 a ; 



y 
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ce qui montre que cos ^a est susceptible de la double valeuf 

± cos 7 a 5 et sin { a de la double valeur ± sin ^cc. 

60. Si Tare a est donne, on pourra obtenir sin y a et 
cos 7 a, a I'aide des formules (2), car alors les signes de 
sin 7 a et cos 7 a sont connus d'avance. Veut-on , par 

exemple , avoir le sinus et le cosinus de I'arc — , sachant 
que le cosinus de ^ est — ; les formules ( 2 ) donneront 



cos — = y Sin — = ^— • 

12 2 12 2 

61 . tlta/U donne sin a, troui>er cos ^aetsin^a, — Dea 
deux formules 

2 sin 7 a cos 7 « = sin fl , 

cos' 7 « H- sin' 1 11 = I , 

on deduit , par addition et soustraction , 

{co%^a -+-sinyr7)'= i -hsina, 

( cos 7 <7 — sin \,a )' = 1 — sin « ; 
d'ou 

cos 7 rt 4- sin 7 <7 = ± ^i + sin a , 

cos \a — sin y a := ± y^i — sin o , 
et , par consequent , 

cos j a = ± - ( v/i 4- sin « dt y^i — sin«) 1 

(3) ; _ ] 

sin 7<7 =r ±-(v/i -hsinfl qi v/i — siniz)' 

Dans ces deux formules , les fiignes sup^rieurs on infe- 
rieurs , hors des parentheses ou dans les parentheses , se cor- 
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respondent \ mais dans cbacune d'elles le signe hors des 
parentheses est ind^pendant de celui qui se trouve dans 
la parenthise. On trouve ainsi|quatre valeurs pour cos 7 a 
et quatre pour sin y a ^ et il est remarquable que les va- 
leurs de cos 7 a soient precis^ment les m^mes que celles de 
sin ^ a. Nous allons expliquer ce rdsultat. 

Soient A la valeur donnee de sin a , et a un arc determine 
ayant A pour sinus -, les valeurs de a sont donn^es par les 
formules 

a=2^fr + a, fl = (a^-Hi)7r — a; 
les valeurs de cos ^ a et de sin -^ a sont done 

cos| £1 = COS ( A: TT 4- T *)> *^®*i fl = co8lAr7iH t^)^ 

^ji^a=: sin(^w -f-ia), sin4a = sin( Aw H t* )* 

Si Ton prend pour k un nombre pair , ces formules de- 
viennent 

cos| a = cos Y a , cos t « = cos ( -j-aj rrzsinya, 

sin I a = sin I a, sin | a = sin ( i « ) = cos y « ; 

et , si Ton prend pour k un nombre impair, elles deviennent 



cos ja = — cos 7 a , cos 



sm 



±11 = — cos ( ^ — ^aj = — sin^a, 
^a z= — sin^a, sinja = — sin ( ~a| = — cos|a; 



d'ou il suit que cos ^ a et sin 7 a ont chacun les quatre va- 
leurs dt cos ja^ dz sin -[ a. 

%% Si Tare a est donn^^ voici comment on pourra ob- 

'4. 
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tenir, par les formules (3), les valeurs de cos 7 a et de 
sin^a. Puisque Tare a est connu, on sail quels sont les 
signes de cosj a et de sin j a ; or, des quatre valeurs foumies 
par les formules (3) , deux sont positives et deux negatives : 
on devra done rejeter les deux negatives ou les deux posi- 
tives , suivant les cas , et il n'y aura plus qu'a choisir entre 
les deux autres. Supposons , pour fixer les idees , que sin a 
soit positif , ainsi que cos \aei sin 7 a ; alors on aura 



cos 
2 



"- a = -f- - (v^i -f- sina ± ^i — sin a) 9 



- « = H — (^ I H- sin fl zp ^i — sinn). 



sm 

2 2 



En reduisant maintenant Tare ^a au premier quadranf , 

on obtiendra un arc plus grand ou plus petit que j\ dans 

le premier cas , on a sin y a > cos 7 a , et Ton prendra les 
signes inferieurs dans les formules precedentes; dans le 
second cas , on a sin 7 « <[ cos 7 a , et Ton prendra les signes 
superieurs. 

Veut-on, par exemple, trouver cos — et sin — 5 sachant 
^ ^ 12 12 



TT 



que sin ^ = - ; on aura 

cos— =r-\/-4-- V--> 
12 '2 V 2 2 V' 2 

12 2 V 2 2 V 2 

II est facile de deduirc ces valeurs de cos — et sin — de 

12 12 

relies que nous avons donnees au n" 60. 
63. Si , dans la formule (n" 52) 

cos 3a = 4 <?os^^ — 3 cos a , 
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on remplace a par -» il vient 



COS « = 4 COS^ 5 — 3 COS :^ \ 

3 J 



cette equation sert a resoudre la question suivante : 



Trouver cos - ? conncussant cos a, — Soient cos a = A et 
cos-r = X'^ I'equation pr^edente devient 

(4) * 4'^'"4 = °'' 

EUe est du troisieme degre , et Talgebre apprend qu'elle a 
Irois racines reelles. On pent demontrer ce fait de la ma- 
niere suivante. a etant un arc determine dont le cosinus 
est A , les valeurs de a sont donnees par la formule 

a = 2X^7rdza, 

et les valeurs de x le sont par la suivante : 

/a Air . a\ 
^ = cos (^-3- ± 3 j , 

ou Ton doit donner k k toutes les valeurs enti^res positives y 
nulle ou negatives. Or, quel que soit ft-, on pent ecrire 

^ ^ = 3^4-', 

I etant Tun des nombres o, i ou 2 ^ on a done 

.r = cos(^29,r + -5-±3J = cos(^±5J, 
d^ou il suit que x a les six valeurs 

a /aTT a\ /lit a\ 

3' "'Ht+sJ' "^[t^V' 

_j, cos (^3— 3^, cos^3— 3J. 



cos :r 



COS 
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Mais les trois derniires sont egales aux Irois premieres cha- 

cune a chacune , car les arcs -5 et — —• onl leurs cosinus 

3 3 

egaux , et il en est de meme des deux arcs -r- ± - et 

-^^ ip 3 dont la somme est egale a 2 7r. On voit done que 
Tequation (4) a les trois racines 



a 
cos •= 9 cos 






qui sont g^neralement in^gales, et qu^elle ne saurait en 
avoir un plus grand nombre. Enfin on connaitra ces trois 
cosinus toutes les fois qu'on pourra resoudre Tequation (4) • 

64. Supposons que Ton ait choisi pour a le plus petit 
arc positif ayant A pour cosinus; on aura a<^ ou =7r, 

Prenons, a partir de Vorigine A [^fig* 5), Tare AM = ^9 

et inscrivons dans la circonference le triangle equilateral 
MNP; les perpendiculaires abaissees des trois sommets sur 
le diamitre BB' perpendiculaire a AA', prises avec le signe -h 
si elles sont du m^me c6t^ que A par rapport a BB', et 
avec le signe — dans le cas contraire , representeront les 
trois racines de I'equation (4). D'ailleurs Talgebre apprend 
que la somme de ces racines est nulle, parce que Tequation 
ne contient pas de terme de la s^conde dimension ; on pent 
done conclure ce theoreme de geometric, fort connu, du 
reste : 

Sides trois sommets d'un triangle equilateral, on abaisse 
des perpendiculaires sur un diametre quelconque du cercle 
circonscrit, la somme des deux perpendiculaires situees 
d'un m^me c6te du diamktre sera egale a la perpendi-* 
culaire situee de V autre cdte. 
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On peut demontrer directement que la soiume des racines 
de Tequation (4) est nullc. Cette somme est, en eiFet, 



cos ^ •+- cos 



ou 

COS 



(2ir ct\ /itr a\ 

_(^,+co»-3-+cos-)-s.n-(^s.n^ 



4^^ \ 



on a d'ailleurs 



^ir liTz n I 

COS -r- = COS -X- = — COS^=: > 

3 3 6 9, 

sm -5- = — SID — 5 
6 5 

d^ouTon conclut que la somme en question est nuUe. 

65. L'equation (4) ^ deux racines negatives et una posi- 
tive si A est positif ou a <^ - ; au contraire , elle a deux 



racines positives et une negative si A est negatif ou a >> — 
En effet, soit toujours AM= ^ (fig. 5) 5 en prenant 



27r 



I'arc MN = -^ » le point N tombera ^videmment sur la 



demi-circonference BA'B', et Ton aura BN = AM 



ir 



TT 



Cela pose , si A est positif, on a a < -? et , par consequent , * 



BN<^ x; done, en prenant Tare NA'P == -5- » 1« point P 

tombera sur la demi-circonference BA'B': d^ou Ton peut 
conclure que Tequation (4) * deux racines negatives et une 

positive. Si A est negatif, on a a^ -9 et <x<^7i'^ par 



J 
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suite, BN > ^et<^-» Done le point N tombera sur le 

quadrant ^M\ et comme sa distance au point B surpasse ^9 

en prenant Fare NA'P = -^ > le point P tombera dans le 

quadrant B^A : d ou Ton conclut que Tequation (4) a 
deux racines positives et une negative. 

II est aise de voir que les valeurs absolues des racines de 
m^me signe sont comprises Funeentreo et -» Tautreentre 

- et I . En effet , ces valeurs absolues sont pr^cisement les 

longueurs ^n , Vp qu'on pent considerer comme les sinus 
des arcs NB et PB^; ces deux arcs ont une somme egale a 

TT — -«- ou ^? done Tun est inferieur, I'autre superieur a 
^ ; par consequent, I'une des longueurs Nn et Vp est moindre 

IT I 

que sin^ ou -» et I'autre est plus grande. Quant a la troi- 
siime racine de Tequation (4)9 sa valeur absolue est supe- 
rieure a -9 puisqu'elle est egale a la somme des valeurs 

absolues des deux autres. 

D'apris cela , si A designe, dans lequation (4) , le cosi- 
nus d'un arc donne a , on pourra toujours savoir quelle est 

celle des trois racines qui est ^gale a cos 7 9 car on connait 

d'avance le signe de ce cosinus , et Ton sait aussi si sa valeur 

absolue est moindre ou plus grande que -• 

66. Proposons-nous encore de t romper siit - a , connais- 
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sant sin a. Si , dans la formule 

sin 3 a = 3 sin a —^ 4 sin'a , 



a 



on met ^ au lieu de a, il vient 



sinu == 3 sm ^ — 4 sin* -^^ 
Posons sin a = A et sin - = a: , on aura Tequation 

(5) x»-^x4-^ = o, 

qui se deduit de T^quaiion (4) en changeant A en — A. 

Pour savoir ce que representent les trois racines de cette 
equation , soit a un arc determine ayant A pour sinus ; les 
valeurs de a sont donnees par les formules 

fl = 2A-7r-4-a, n = (2/-4-i)7r — a; 

et<celles de x par les suivantes : 






2 /• + I ( 

X = Sin I —Z7- -H - 1 9 X = sm I — - — Tc — ^ 



Soit ft = 3 y -I- z , i etant Tun des nombres o , i , 2 ; ces 
formules deviennent 



x = sin I 2( 



2 ITT a\ . ( litz a\ 

. / , 21 H-1 a\ . /2iH- I a\ 

d'ou il suit que x a les six valeurs 



I. a 
sm-9 sin 



3-3J' '""\T-3j' *'"il"~3J- 



58 ' TRAITS DE THIGONOM^TRIE. 

Mais les trois dernieres sont egales aux trois premieres 
chacune a chacune, car les arcs ^ el -^ ^> -o""*"^ ^^ 

6 5 o i 6 

^ — ^' ^"^^ ®^ "^ ^ ayant pour somme ua nombre 

impair de demi-circonferences , out le meme sinus. L'e- 
quatiou ( 5 ) a done les trois racines 



Sin ^ 9 sm 

6 



(27r a\ . /4t a\ 



el n'en a pas davantage. 

Ce probleme donne lieu a des remarques semblables a 
celles des n*^* 64 el 65. Le lecteur les developpera suffisam- 
ment lui-m&me. 

67. En eeneral, si Ton veul oblenir sin — ? ou cos — ? 

^ mm 

connaissant sin a ou cos a , on commencera par former Te- 
qualion qui donne sin ma ou cos ma en fonction de sin a 

ou de cos a^ pui», en mettant -^ au lieu de a , on aura Tequa* 

lion donl depend Tinconnue que Ton cherche. Celle Equa- 
tion sera , suivant les cas , du degrE m. ou du degre a m. 
Nous donnerons plus loin tous les d^veloppements que 
Gomporte cette importante question , mais il est bon de re- 

marquer, des a present , que la determination de sin — ou 



a 
m 

a 

m 



de cos — ne depend que des equations du second degre, si 

m est une puissance de 2 ^ car, apres avoir trouve sin \ a 
el cos I a en fonction de sin a ou de cos a par les methodes 
des n^* 59 el 61 , on pourra , de la meme mani^re , trouver 



. a a , a a 

sin 7 el cos -j 9 sm 3 el cos 3 1 elc. 

44^ ^ 
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68. Tangentes et cotangentes, Troaver tang \ a, con- 
naissant tang a. 
Si, dans la formule 

2 XSLnaa 

tanc2a=r ~ — , 

° I — tang"" a 

on remplace a par 7 a , il vient 

2 tanff 4 ^ 
tang a = ^\ . ; 

d'ou, en faisant tang a == A , tang \a = x^ 

(6 ) J?' -f- - X — 1=0. 

On voit que le probleme depend d*une equation du second 
degre, dont les racines ont pour produit — i, quel que 
soit A. Pour savoir ce que repr^sentent ces deux racines, 
soft a un arc determine ayant A pour tangente^ les va- 
leurs de a sont donn^es par la formule 

a = A-rr 4- a , 

et celles de x par la suivante : 



X = fang (^^-1- raj 



Si Ton prend pour k un nombre pair 2 q^ cette formule 
donne 

x = tang (y IT 4- Y a) = tang j a , 

et , si Ton prend pour k un nombre impair 2^4-1, elle 
donne 



JC 



= tang Ltt 4- ^ -f- -; a j = tang (^ -f- i a j 

= cot { — -5 a ) = — cot I a ; 
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d'ou il suit que x a les deux valeurs tang 7 a et — cot ^ a , 
dont le produit est effectivement egal a — i . 

Si Tare a est donne, Tequation (6) fait connaitre 
tang- a, car on sait d'avance quel est son sigae. Suppo- 

sons, par exemple^ qu'on veuille trouver tang ^, sachant 



TT 



que tang 7=1- On fera A = i dans Fequation (5), qui de- 

vient alors 

.r* -f- 257 — 1=0. 

La racine positive est egale a tang ^; on a ainsi 



tang^zr 



8 2 

69. On peut exprimer tr^s-simplement tang ^ a en fonc- 
tion de sin a et de cos a ; la formule qu'on obtient ainsi est 
souvent utile. On a 

sin T a 2 sin 4- o cos ^a 2 sin t ^ cos ~ a 

tang I fl = i- = ^--—^ — ^— = Vr-^ — 2_ , 

° cos y a 2 cos' \a 2 sm' \ a 

et, en faisant usage des formules (i), on trouve 

, , , . sin a I — cos a 

in) tang4«=^ = — : • 

^'' **' 1 -hcosflf sinfl 

En rcmplacant sin a par ^1 — cos* a, on a encore 

/o\ I _i_ * /i — cos« 

(8) tangi^/j = zty- 



cosa 

70. Lorsque tang a est donnee, on peut trouver, par la 
methode du n" 68, les valeurs de tang j , tang ^, etc. ; car, 
aprcs avoir irouve tang 3- a , on aura , par la meme methode • 
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tang -^9 puis tang ^9 etc. On peut aussi chercher directe- 

ment tang — ; on trouve , de cette maniere , une equation 

du degr^ 2*" , dont la resolution peut toujours ^tre effectuee, 
d'apres ce qui precede, a I'aide d^^uations du deuxi^me 
degre. Nous engageons le lecteur a chercher lui-m^me a 

resoudre Tequation du quatriime degr^ dont depend tang ^9 

quand on donne tang a \ mais nous croyons inutile d'entrer, 
a ce sujet, dans de plus grands developpements. 

71 . Trouvertang -, connaissant tang a. — Si , dans la 

fornmle 

3 tang a — tang* a 

tang 3a = ^-5 -^— , 

® I — 3tang'« ' 

on remplace a par ^ , il vient 

3 tang J — tang' ^ 

tang a == — , 

I — 3 tang* - 

ou , en faisant tang a = A , tang - = a: , 

Zx — x^ 

ou 

(10) x^ — 3 Aa:^ — 3^7 + A == o. 

On voit que le proUime depend d'une equation du troi- 
si^me degre. Pour savoir ce que representent les racines de 
cette equation , soit a un arc determine ayant A pour tan- 
gente \ les valeurs de a sont donnees par la formule 



« z= ATTT -H a, 
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et celles de x par la formule 

Posons & = 3^ ~h < , i etant Tun des nombres o, i ou 2 ; la 
foruLule precedentedevieut 

/ lit a\ fin a\ 

d'ou il suit que x a les trois valeurs 

tang^, tang(^3 + 3J, tang (^ -j- + ^ j , 

et n'en a pas davantage. 

72. Si la valeur doniiee de A est infinie , on considere 

Tequation (9), qui n'est autre que Tequation (10), mise 

sous une autre forme , et I'on voit que pour A = 00 , elle 

se reduit a 

3 jt' — I = o , 

qui n'a que deux racines* savoir -h -7=et -=• D'un autre 

^ ^ V^3 v/3 



cote , comme a = - , les expressions des racines de I'equa- 
tion (10) se reduisent a 



fr It 5it 

tangg, tang-, tang -^5 

d'ou il suit que pour A == oo , Tune des racines de Tequa- 
tion (10) devient infinie, et les deux autres se reduisent k 

It 5 It 

tang ^ et tang-^. On a 

ft I 5it — I 

.angg = _, ung-g- = -^. 
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73. On peut determiner aisement deux limites qui com- 
prennent chaque racine de I'equation (lo). Supposons que 
ToEi ait choisi pour ol le plus petit arc positif qui a A pour 

tangente , et soit d'abord A > o ou a <[ - : I'arc ^ est com- 
pris entre o et ^ , done sa tangente est comprise entre o et 
— ; I'arc :^ H- ^ ®st cbmpris entre « et - , done sa tangente 

est comprise entre ^3 et-t-oo ; enfin Tare -5- -H ^ est com- 
pns entre -^et -^, sa tangente est done negative, et a 

une valeur absolue comprise entre — : et v/3. Soient main- 

tenant A<^ooua>- et <^7r: Tare ^ est compris entre ^ 

etx, done sa tangente "est comprise entre—: et yS^ Fare 

2-i- o est compris entre - et -5-, done sa tangente est nega- 
tive et a une valeur absolue comprise entre 00 et \/3 ; enfin 

,, 27r a . Stt - 

1 arc -o- H- o est compris entre -^ et 7r, done sa tangente est 

negative et a une valeur absolue comprise entre o et ~p» 

V3 

II resulte de la que requation^(io) a deux racines posi- 
tives et une negative , ou deux negatives et une positive ; et 
que les valeurs absolues des racines de m^me signe sont, 

Tune inferieure a — , Tautre superieure a ^''3 ; par conse- 

qmelft^rune inferieure, Tautre superieure a i. Si done Tare 
a est doBne, oa pourra toujours determiner quelle estcelle 
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des racines de r^quation (lo) qui represente tang ^ , car le 

signe de cette tangent^est connu d'avance, et Ton salt 
aussi si sa valeur absolue est inferieure ou superieure k i . 

74. ' G^neralement , si Toil veut avoir tang —9 connai'ssant 

tang a, on commencera par former Tequation qui donne 

tang ma en fonction de tang a , on changera a en - 9 et Ton 

aura 1' equation dont depend Finconnue que Ton cherche. 
Cette equation est toujours du degre m. 

75. Le probleme qui consisterait a determiner cot— 9 
connaissant cot a , est identique au precedent , car cot — 
et cot a sont les inverses de tang -— et de tang a. 



Determination des sinus et cosinus de certains arcs. 
76. On pent calculer les sinus et cosinus d'une infinite 

Mr 

d'arcs compris entre o et -9 par de simples extractions de 



racines carrees. 



Par exemple, en partant de Tare -9 on obtient, par la 
methode des n°* 59 ou 61 , les sinus et cosinus des arcs 

TT TT TT 

4' 8' 76'*'' 

et, par suite, aussi les sinus et cosinus de leurs multiples. 
Ainsi , quels que soient les entiers m et n , on obtient par 
de simples extractions de racines carrees le sinus et le co- 
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sinus de Tare 



/ITT 
2'" 



Pareillement les sinus et cosinus des arcs ^ et ^ ^tant 

connus , on pourra calculer de m^me le sinus et le cosinus 
des arcs 

3 . a" 5 . 2" 

quels que soient les entiers m etn. Nous allons determi- 
ner ainsi les sinus et cosinus des multiples de Tare — • 

^ 20 

77. Sinus et cosinus des multiples de Varc — • Nous 

20 

avons donne (n** 46) les valeurs des sinus et cosinus de 

„ It 2 TT 

J arc — ou — ; on a 

lo 20 • 

. 2ir Stt — i-i- 4/5 

Sin — = cos — = J — ^— 9 

20 20 4 

. Stt 27r I / 7= 

sin — = cos -— z= y V 10 -h 2 i/5. 
20 20 4 ' ▼ 



Connaissant le sinus de — ? on aura sin — et cos — par 
les formules 



TT I / . TT I / 

\m — = - 1/ i-f- sin i/ I 

20 2 V 20 2 V 



sm — = - \/ i-f- sm -: \/ i — sin ^ 

20 



TT I ^ / . TT I / 

— = - V I -h Sin h ~ 1/ I 

20 2 V 20 2 V 



COS — = ~ \/ I -h sin h ~ \/ I — sin — 

20 
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on trouve 



SID — == COS ~ =y\/3-h\/5 — -T \/5 — i/5, 

20 20 4 4 



sin ^^ = COS ~ = 7 \/3 -h v^ -h 7 VS — v^ . 



9:^ ^ _ 

20 ' "^*' 20 4^^ ' ^^ ' 4 



On obtiendra sin — et cos— a Taide des formules 

20 20 

Jit: . 27r 27r 

sm ^2— = 2 sm — cos — 5 
20 20 20 

iit ,27r . ^27r 

COS -^ = cos' sm* — : 

20 ao 20 



on trouve 



^7t Gn I 



Sin -^ =: cos — =7V*o — 2v5, 

20 20 4 

sin — = COS -^— = — 7 

20 20 4 

On aura sin — et cos — par les formules 

20 20 ^ 



. Stt I ^ / . Stt I ^ / . 67r 

in — = - i / I + sm 1/ I — sin — r 

20 2 V 20 2 V 20 

TT 1 , / . BtT I ^ / . Gtt 

- = - \/ I + sm h - \/ I — sm — ; 

02V 20 2 V 20 



3 

cos - 
20 



on trouy« 



sin — = cos ^ = 7 \/5 H- \/5 — 7 \/3 — V5 • 

20 20 4 4 



TTT 37r 
sin -^— =: COS 

20 20 



== J v's -h \/5 -f- 2 V3 — v/5. 
Enfin on a 



Sin =: COS — =: - — \ 

20 20 2 
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donc^ en resume, on a 



67 



sin -^- = cos ^ = 5 ^3 + v/5 - ^ VS - v^, 



0.0 
27r 



sm 



20 



5.0 4 ' " ' ▼ ^ ^ 

20 






sin 



47r Gtt I / ^ 

7r=COS — =:-jVlO-2v/5, 



. 4^ 

sin -2— — 
20 



sm 



20 4 
2 



. OTT Ott I /- 

in — = cos — := — V2 9 
20 20 -* 

6ir 4^ 



sm — = cos -^— = T 1 1 H- V 5 ) , 
20 20 4 ▼ -" 

sm -^ — = cos — 
20 20 



. 8ir 27r 

sm — = cos — 
20 20 



= ~V/5-hv/54-U3~v/5 



=riv/ro 



us/ 5 



sm 



97r_ 



20 



= ^**'^ = ?^3^-^/5 + ^-v5-^^• 



A I'aide de ces formules, on pourra calculer les sinus 

etcosinus des multiples de^avecune approximation aussi 
grande que Ton voudra. 

Questions proposees. 

\ . La circonference de rayon i etant partagee en trente 
parties egales, trouver les longueurs des droitesquijoignent 
I'un des points de division a tons les autres. 

2. Demonirer que si a, J, c sont trois arcs dont la 
somme est egale a tt , on a : 

A .^ ^ c a b c 

lo. cot - -h cot - -h cot - = cot - cot - cot -; 
2 22 222' 

a h 

2°. sin a 4- sin h -h ^n ^' ~ 4 cos - cos - cos ~: 

222' 

5. 
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3".' sin 2 fl -4- sin 2 6 -h sin 2 r =: 4 cos a cos b cos c ; 

4°. cos 2 fl -h cos 2 ^ + cos 2 c -h 4 cos « cos b cos c H- 1=0; 

5°. cos 4 ^ + cos ^ b -+■ cos 4 c + i = 4 *^^s 2 ^ ^^* ^ ^ ^^^ -^ '^ > 

.. a b c , Tz — a 1: — b tt — c 

()°. cos — h cos — h cos - = 4 cos — > — cos — 7 — cos — > — ; 
2 2 2^4 4 4 

. « . ^ . c , . TT — a . TT — b . n — c 

7". sm — h sin - -h sin i =: Asm — 7 — sm -7 — sm — 7 — ; 

222 ^4 4 4 

o ••^ ..^ .^* .^ b . c 

o'\ sm' — h sm* — h sin' — h 2 sin - sin - sm - =: i ; 
2 2 2 222. 

9". sin* a -h sin* ^ -h sin^ c — 2 cos a cos ^ cos c = 2 ; 

10°. sin* 2fl + sin* 2 ^ -f- sin^ 2c -h 2 cos 7. a cos 2 ^ cos 2c = o. 

3. Demontrer que 

. , . . a b c 

sm a -\- sm o •+- sm r — 4 cos - cos - cos — 

222 

3fl — b — c — TT Zb — c — a— TT 
. , , I cos 7 1- cos 7 

sin 7 I ^ ^ 

3c — a-^b — TT a + ^ + c — tt 
cos h eos 7 

4 4 

quels que soient les arcs a, i, c. 
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LIVRE TROlSlfiME. 

GONSTRUGTION DES TABLES W FONCTIONS GIRGliLAIRES. 

Propositions prdliminaires. — Theor^mesquiresultent des propositions pre- 
oedentes. — Division de la circonference. — Construction d'une Table 
de sinus etcosinus. — Tables des logarithmes des fonctions circulaires. 
— Disposition des Tables de Gallet. — Usage dea Tables. — Developpe- 
ments sar nne application des Tables de fonctions circulaires. 



78. Pour faire usage des fonctions circulaires ^ il faut 
qu^on puisse calculerles valeurs des lignes trigonometriques 
d'un arc donne, et reciproquement trouver la valeur d'un 
arc quand on connait Tune de ses lignes trigonometriques. 
Pour arriver a ce but , il est indispensable de construire 
d^abord une Table qui donne immediatement les valeurs des 
Jignes trigonometriques correspondantes a des valeurs suc- 

cessives de Fare comprises entre o et -, et dont I'intervalle 

soit suffisamment petit. Nous allons indiquer par quels 
proced^s on pent construire une pareille Table 5 on verra 
ensuite comment, a Taide de cette Table , on peut trou- 
ver les lignes trigonometriques d'un arc quelconque donne , 
et reciproquement trouver le plus petit arc positif corres- 
pondant a une ligne trigonometrique donnee. 

La construction de la Table dont nous venons de parler 
repose sur quelques propositions tres-utiles d'aiUeurs dans 
un grand nombre de circonstances, et que nous allons 
exposer. 

Propositions preliminaires . 

79. Th^oreme I, — Tout arc compris entre o et - est 
plus grand que son sinus et inoindrc que sa tangenle. 
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Solent AM = x {fig* 6) un arc compris entre o et -? 

MP son sinus et AT sa tangente. Prolongeons MP jusqu'a 
sa rencontre en N avec la circonference , et menons la tan- 
gente T 1 5 on a 

arc MAN > MN , et arc AMI < AT -+- TI. 

Or Tare x est moiti^ de MAN ou de AMI, sin j? est moitie 

de MN, et tang a: est ^gale a chacune des lignes AT et TI5 

on a done 

a: > sin JT et x <^ tang x , 

ce qu'il fallait d^ihontrer. 

Remarque. — La difference x — sin x est d'autant plus 
petite tjue x est plus petit, 

Soit , en effet , km un arc moindre que AM , et dont le 
sinus est mp , menons mh parallile a OA ^ on a ^videmment 
MA <^ corde Mm, et, a fortiori , 

MA<^arcM/w, 
c'est-a-dire 

MP — mp <^ arc AM — arc A m , 
ou 

arc km — mp <^ arc AM — MP, 

ce qu'il fallait demontrer. 

80. Theorems II. — SiVarc x decrott de - a o^ le rap-- 

^ sin^ . . . 

port » qw, est cons tammentntoindre que i, augmente 

et s*approche indefiniment de Vunite, 

I®, Je dis que si x decroit de - a o, le rapport 

augmente , ou , en d'autres termes , que Ton a 

sin X sin (x -+- ^) 
X x-\- h 

si X eth sont positifs et que x -\-h soit inferieur a -• 
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En developpant sin (x-+- A), cette inegtiite preud la forme 

(a:-f- A)sinx^x(cos/isiDx ^* sin ib cos x ) , 

ou , en divisant par cos x^ 

(x-h A) tang X ^ X ( cos A tangx + sinA), 
ou 

X tang X ( I — cos h ) -f- h tang x — .r sin /i ^ o , 

ou, en clivisant par xh^ 

I — cos A /tanex sinA\ ^ 

eton en reconnait immediatement Inexactitude, car i — cos A 

. .p tansx sin A %% , ^ . ■ 

est positii , et — r— 1 est egalement , puisque la pre- 

miire fraction est plus grande que i , et la seconde plus 
petite (n° 79). 

2°. Je dis que si x decroit jusqu'a zero, on aura 

,. sinx 

lim =r I pour X = o. 

X 

sm X 
En eflet , a cause de tang x = — — 5 on pent ecrire ( a*' 79) 

^ . sin X 

$in X <r X <c r 

cos X 

ou, en divisant par sinx, 

X I 

I ^^ '^ ." " ^^ ■ ' I > — • 

sin X cos X 
11 suit de la que le rapport -r— est compris entre Funite 

Sill X 

et la fraction dont la limite est I'unite pour x= o; 

coax . * ' 

on a done 

,. X ,. . sinx 

Iim -; — = I on lim = i . 

sinx X 
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81 . Th^or^me in. — La difference entre un arc plus petit 

que - -et son sinus est moindre que le quart du cube de 
Varc. 

Soit X un arc moindre que -•, on a (n^ 79) 

ou 

X ^^ X X 

sin->-cos-» 

2 2 2 

X 

d'ou, en multipliant par 2 cos -9 

2 

X . jr« 

'sin x^x cos* - ^ a: — a: sin' - j 
^ 2 2 

ou 

X — sin 4? <^ a: sin' — 

2 



Mais on a 



. X .X . , * ^ «' 

sin~<,-9 sin'-<-7-; 



2 ^2 2 T 

on a done , a fortiori , 

x^ 
X — sino: <C^'j'j 

4 
ce qu'il fallait demontrer. 

Remarque. — On a ainsi deux limites, savoir x et 

X — y-> entre lesquelles est compris sin x. On peut en de- 

duire facilement deux limites entre lesquelles se trouve 
compris cos x ^ on a , en efiet , 

X 

cos 0? = 1 — 2 sin* -> 

'2 

» X X X J?' 

et, comme sin- est compris entre - et ^> on a 

3 22 j2 

d*abord 

x^ 
cos X^ I ? 

2 
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puis 



et , a fortiori , 



x^ x^ /x^Y 



X^ X* 



COS X ^ I h ^ 

2 ID 



Ainsi cosx est compris entre i et i h-^* 

*^ 2 2 ID 



TTieordmes qui resultent des propositions precedentes. 

88. Les trois theoremes qui precMent suffisent pour Tobjet 
que nous avons en vue, la construction d*une Table de fonctions 
circulaires; le lecteur pourra done se dispenser d*etudier les sui- 
vants, que nous avons cm cependant devoir presenter ici com me 

des exercices curieux et utiles. 

sinx 
TnioRiME IN. ^r Le rapport est la limite vers laquellc 

X 

converge le prodmt 

XXX X 

cos — cos -7 cos 75 . . . COS — t 
248 2" 



lorsque I'entier n augmente indefiniment. 
On a, qH effet, 



. X X 

sin X = 2 sm - COS -9 

2 2 

X , X X 

sin - =2 sm -j cos 7 ? 
2 44 

sin 7 = 2 sin ^ cos 5 , 
4 00 



00 a27 27 

sin — - = 2 sin — cos — ; 

2«-> 2'* 2'* 



multipliant ccs rgalites ontrc elles, et siippritiiant les (actcurs 
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communs, il vient 

sm a: = 2** sin — . cos - cos -r cos ^ . • . cos — •> 

2" 2 4 O 2" 

ol , en divisant par x , 

sin — 
sin X a'* X X X X 

= . cos - cos -J cos s* • • cos — • 

X X 24" ^" 



X 

Or, lorsque n croit indefiniment , — tend vers zero , quel que soit 

Tare donne x ; done le rapport 

. X 
sm — 

2" 



X 

2" 



a pour limite I'unite, et Ton a 



^ := lim cos - cos 7 cos Tf , . . COS , pour « = od , 

:c 248 2"' *^ 

ce qu^il fallait demontrer. 

85. Theoremk V. — La difference entre un arc plus petit que 

- et son sinus est mcindre que Ic sixieme du cube de cet arc. 
2 

Nousavons trouve (n° 81) 



x^ 



cos X^ I 9 

2 



on deduit de la 



%JU iXr *JU \Mj 

cos — cos -7 COS «... COS -^ 

(,) , * 4 8 



A 



>('-S)('-5)---('-i^) 

Je dis que I'on a , ^ fortiori , 
(2) <'os - cos -7 cos 7:. . . cos ~j>i — I 1 h-..H 1 1 

^' 248 ^- \2-* 2^ 2'«-^7 
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OU 

X X X X ( x^ x^ \ 

(3) COS -COS ^cos g. . . cos- > . - (^g- - j-^iiT. j- 
En effet , en faisant /? = 2 , dans ]'inegalite (i) , il vient 

X X ( X'\/ ' JT* 
COS - COS y X I I I I 

et , a fortiori , 



X X ^ .r* j:' 
cos - COS 7 "> 1 ; 

2 4 2 ' 2* 



on a y par suite , 



cos 



X X x^ I x' x'^\ I x*\ 
- cos -7 cos o>l' 1(1 I 

2 4 8-^\ 2» 2V\ 2'/ 



X^ x^ x^ 



> I — Z- — -- _-_ 

2^ 2* 2' 

En continuant ainsi , on obtiendra Pinegalite (2), ou Finega- 
tite (3j qui exprime la meme chose. L'inegalite (3) ayant lieu y 
quel que soit n , on aura a la limite , pour /i = 00 , 

X X X x^ 

lim cos - cos -7 . . . cos — ^ i — tt-i 
24 2» -^ 6 



ou ( n° 8«) 

sin X ^ 



sin J? X' 

(4) -i~>^-A' 



et 

. ^ x^ . ^ ^ 

sm .r '^ j: — -75- , j: — sin J? <' 7T- 9 

6 

ce qu'il fallait demontrer. 

Remarque I, — II peut arriver que deux variables a etp, qui 
tendent vers deux limites U et V, satisfassent constamment a Tine* 
galite 

et qu'a la limite on ait 

U = V. 

D'apres cela on pourrait craindre que I'inogalite (3) n'entraine pas 
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necessairement Tinegalite (4), ou, en d'aiUres terraes, qii^on 
n'ait, pour certaines valeurs de a: , 

sin X .r' 

inais on verra que eela est impossible , si I'on considere que llne- 
g^lile (3) a ete obtenue en multipliant une suite d*inegalites dont les 
premieres ne contiennent pas la lettre /z, et demeurent toujours 
des inegalites meme k la limite. 

Remarque II. — On a, par ce qui precede, deux limites plus 
rapprochees que celles du n"* 81, et entre lesquelles est compris 

sin 07; ces limites sont j; et x — ^- Par un raisonnement iden* 

o 

tique k celui du n® 81 , on deduit de la que cos x est compris 

x' x^ X* , 

entre les deux limites i et i 1 — y Ces limites de sin jr 

2 2 24 

et de cos x sont les plus rapprochees qu*on puisse assigner. 

84. Theobemb VI. — La difference entre un arc moindrc que 

- et sa tangente est plus grande que le tiers du cube de Varc, 

2 

TT • 

Soit X un arc compris entre o et- ; on a (n" 83) 

sin x ]> 07 — -^ 



6' 

cos X <ri 1 — 75 

^2 24 



X"^ X* 



d*oii , en divisant, 

tang 0? ]> — 



x^ . X* 



2 24 

Effectuons la division indiquee dans le second membre , juscpt'a ce 
qu^on ait deux termes du quotient; il vient 



X* / x' 

tangx>x-f-3-+ \, ^^ 



2 24 
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Or 1 est positif si a: est «<[ 3 , e^, a fortiori , si a: est <1 - ; 

9 ^ 



.r' x^ 



pareillement i 1 — j est positif si j: est <^ ^6 — ^12 

- (3,i8. . .) et, a fortiori, si x est <-; on a done 

2 2 

tang x> X 4- ^» 



oil 



oil 



x" 



tang a: — X > -r^ » 
ce qu'il fallait demon trer. 



TT 



85. Th^oreme VII. — Tout arc compris entre o et - est moindre 

que ic tiers de sa tangente augmcnte des deux tiers de son sinus. 
On a (n" 85, 84) 

IX — 2 sin j: <:^ ~ 9 

o 

tang^ — ^> -•, 

on deduit de 1^ 

IX — 2 sin JF <][ tang x — .r , 
ou 

ce qu'il fallait demontrer. 

DwUion de la circonference. 

86. Jusqu^ici nous avons represente les arcs par les 
iiombres qui les mesurent ; mais, dans les applications de la 
iheorie des fonclions circulaires , on a trouve plus commode 
de les evaluer en indiquant combien de fois ils contiennent 
une certaine partie aliquote de la circonference. A cet 
eflFet, on est convenu de partager la circonference enliere 
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du cercle en 36o parties egales, auxquelles on a donne le 
nom de degres , en sorte que la demi-circonfcirence ren- 
ferme i8o, et le quadrant 90 degres. Chaque degre se sub- 
divise en 60 minutes^ et chaque minute en 60 secondes, 
Les degres, minutes et secondes se representent par ^ ^\"^ 
Ainsi un arc contenant 17 degres 4 minutes 35 secondes et 
7 dixiemes de seconde , sera represente par 

Si a designe la longueur d'lm arc , N le nombre de degres 
qu'il renferme , on a la proportion 

a N 



TT 



180 



qui fera connaitre Tun des nombres a ou N quand I'autre 
sera connu. 

Veut-on , par exemple , avoir le nombre de degres con- 
tenu dans Fare egal a 1 , on aura 

180 



^■ = ^' 



la valeur de - est 

TT 



- r= o, 3 1 83oq8 . . , , 

TT 



"Ct Ton trouve, a moins d'un centieme de seconde, 

N = 57»i7'44",75. 

Construction d^une Table de sinus et cosinus, 

87. Tous les ai'cs pouvant, comme on Ta vu, ^trc 
ramenes au premier quadrant, il suiBt de connaitre les lignes 
trigonometriques des arcs de o a 90 degres. On pent m^me se 
borner aux drcs compris entre oet 45 degres , car deux arcs 
<!omplementaires, comme (45 -f- a)" et {4^ — «)°, ont 
les m^mes lignes trigonometriques. En outre, si les sinus 
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et cosinus sotit counus pour tons les arcs compris entre 
o et 4^ degr^s • les quatre autres ligaes trigonom^triques 
pourront se determiner par les relations que nous avons 
fait connaitre (n^ 82). 

Cela pos^ , proposons^nous de construire une Table des 
sinus et cosinus de tous les arcs de lo en lo secondes, de- 
puis o jusqu'a 45 degres. 

88. Sinus et cosinus de Varc de lo secondes. — D^si- 
gnons pare la longueur de Tare de lo secondes; on a, 
en observant qu'il y a 648 ooo secondes dans la demi-cir- 
conference , 

S lO 

TT 648000 
d'ou 

TT 



64800' 
d'aiUeurs , 

7r= 3, i4*% 26535 89793 23846. . . , 

et Ton trouve 

s = 0,00004 8481 3 681 10 

Maintenant on a ( n° 81 ) 



g^ 



d'aiUeurs 



sin s <:^ g et sin s ^ s — y : 



7 <[ o , 00000 00000 ooo32 , 

4 



on a 



done 



sin io"<^o, 00004 848i3 681 10, 
sin I o"]> 0,00004 84^ 1 3 68078. 

Ces deux limites de sin lo'^ ont les douze premieres deci- 
males communes, et Ton voit qu'on a, a moins a' une demi- 
unite du treizieme ordre decimal , 

sin 10" r=: 0,00004 8481 3 681. 
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Pour avoir cos lo" ou cose, on pourtait se servir de la 

formule cose = y^i — sin*e; mais on arrive plus simple- 
ment au resultat , en se rappelant (n^ 81) que Ton a 

cos « > 1 et cos fi <r I 1 t:' 

2 ^ 2 l6 

Comme e est <^ o,oooo5 ou <' , on a 

2.IO* ' 



e' 



et , a fortiori , 



i6 256. lo'*' 



6* . I 



< 



l6 ^ 2.IO"' 

d*o\i il suit que i est une valeur de cos t approchee a 

moins d'une demi-unite du dix-huitiime ordre decimal. En 
se born ant aux treize premieres decimates , on trouve 

cos lo'' = 0,99999 99988 248. 

89. Sinus et cosinus des arcs de 10 e/i 10 secondes, de- 
puisojusqua 45 degres. — Formides de Thomas Simpson. 

Nous allons faire voir maintenant comment le sinus et 
le cosinus de Tare de 10 secondes etant connus, on peut 
calculer les sinus et cosinus de tons les arcs de 10 en 10 se- 
condes, depuis o jusqu'a 45 degres. On pourrait , pour cela , 
se servir des formules 

sin (a -h ft ) = sin a cos h + cos a sin ft , 
cos (a H- ft ) = cos a cos ft — sin a sin ft ; 

car le sinus et le cosinus de 10'' etant connus, on aurait, 
par ces formules, le sinus et le cosinus de 20'^ en faisant 
b =a = io"'^ on aurait ensuite le sinus et le cosinus de io" 
en faisant, dans ces memes formules, a = 20", i= lo''', et 
Ton continuerait de la sorte jusqu^a 45 degres. Mais lepro- 



LIVRE TROISIEME. Si 

cede suivant, du au geometre anglais Thomas Simpson^ 
conduit plus simplement au r^sultat. 
Si , dans les formules 

sin [a -h b) -f- sin ( a — b) = i cos b sin a , 
cos (ff + ^ ) -4- cos [a — b) = 2 cos b cos a , 

on pose a = mb , il vient 

I sin {/w -h i) ^ =r 1 cos b sin mb — sin (m — i) ^, 
( cos (m -h i) ft = 2 cos b cos mb — cos [m — 1) b. 

Si I'on fait &= 10'^, et que Ton donnea m les valeurs 
successives i, 2 , 3 , etc. , les formules (i) de Thomas Sim- 
pson donnent 

sin 20" = 2 cos I o" sin i o" , 

cos 20" = 2 cos' 10" — I , 

sin 3o'' = 2 cos 1 o" sin 20" — sin i o'' , 

cos 3o" = 2 cos lO" cos 20" — cos 10" , 



On voit que g^n^ralement, quand on connaitra les sinus 
et cosinus de deux multiples consecutifs de 10^', les for- 
mules (i) feront connaitre le sinus et le cosinus du mul- 
tiple suivant. Mais on peut eucore abreger ces laborieux 
calculs : le multiplicateur constant 2 cos lo^'differe pen de 
deux unites ; en posant 

2 cos 10'' = 2 — k^ 

on a (n^'SS) 

k =: 00000 oooo3 5o4 ; 

alors les formules (i) deviennent 

j[sin(/»-h i)ft — sin/iift] = [sin/w^ — sin{OT— 1)^]-. ^sinmft, 
^^^ \ [cos (m 4- i)ft — coswft] = [cosiwft ■— cos(iii — i) ^] — . ^ cosmft. 

Ces formules (2) serviront a calculer les diff^^rences 



j sin (/w 4- \)b — sin iwft, 
^ ^ ) cos (in -+- i)ft — cosmft. 



6 
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a I'aide des diflerences precedentes, 

... j sin mb — sin ( m — i ) ^ , 

I cos mb — cos [m — i) ^ , 

> 

qu'on a prealablcment calculees , ainsi que sin mb et 
cos mb, Ajoutant en$uite respectivemenl aux differences (3) 
les valeurs connues de sin mb et de cos mh , on aura 
sin (w -f- 1 ) i et cos (m -f- i) b. 

Les differences (3) se deduisent facilement des difle- 
r^ices calculees (4) 7<il suffit , en effet , d'en retrancher res- 
pectivemenl les produits k sin mb et h cos mb^ dont Tun 
des facteurs est constant , et ces produits se feront assez 
rapidement, si Ton a eu so in de former d'abord une 
Table des produits de fc par les neuf premiers nombres. 

90. Lorsqu'on aura calcule , par la melhode precedente, 
les sinus et cosinus des arcs de i o en i o secondes , depuis 
o jusqu'a 3o degres , on pourra obtenir les sinus et cosinus 
des arcs, compris entre 3o et 45 degres , par la soustraction 
seulement. ,., * 

En effet , en se rappelant que sin 3o*^ = -i on a (n** 44) 

sin ( So** -4- a) 4- sin ( 3o" — a ) = cojs a , 
cos ( 3o® — a) — cos ( 3o" -r a) = sin a ; 

d'ou Ton tire 

J sin ( 3o® -h a ) =r cos a — sin ( 3o" — a) , 
^ f cos (3o° -Jr ol) = COS ( 3o" — a) — sin o?. 

Ces/ormules (5) domient le moyen de calculer les sinus et 
cosinus des arcs au-dessus de 3o degres , lorsqu'on connait 
les sinus et cosinus des arcs au-dessous de 3o degres. 

91 . Quelque peni^es que soieut les calculs dont nous ve- 
nous de developper la marche , on con^oii la possibilite de 
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former, par leur moyen, la Table des siiiiis eteosinus de 
tous les arcs de lo en lo seoondes, depuis o jusqu'a 4S de- 
gres. II y a liea de penser tontefois que, dans le courani 
des calculs , les erreurs devront s'accumuler, et que les va- 
leurs des sinus et cosinus calcules seront demoins en moins 
approcheesw Or on a un moyen tres-simple de determiner le 
d^re d'approximation que Von aura atteint. Nous avons 
donn^y en effet (n^ 77) , des formules qui permettent de 
calcnier, avec tme approximation aussi grande que Ton 

veut, les sinus et cosinus des multiples de Fare — , c'est-a- 

dire de tous les arcs de 9 en 9 degres, depuis o jusqu'a 
90 degres , en sorte qu'en comparant les resultats deduits 
de ces formules avec ceux obtenus par la methode du u^ 89 , 
on jugera avec quelle approximation cette methode a fait 
connaitre les sinus et cosinus des arcs de 9 en 9 degres , 
et , par suite aussi , les sinus et cosinus des arcs interme- 
diaires. 

Table des logarithmes des fonctions circulaires, 

92. Dans les applications numeriques, on opere toujours 
par logarithmic , aussi a-t-on bien plut6t besoin de con*- 
naitre les logiiritbmes des sinus , cosinus , etc. , que ces lignes 
irigonometriques elles^memes. Or les sinus et cosinus des 
ar<»!deii0 en losecondes ayant ete calcules , 6n <pourra 
fbraaer la Table de feurs logamhmes. Cette Table une fois 
coBstnute^On formera celle des logarithmes des tan gen tes 
et cotangentes a Taide des formules 

log tang X = log sin x — log cos x, 

Io{5 cot or = log cos x -^ log sin x. 

Quant aux secantes et cosecanlcs, elles ne sont point 
employees^ d'ailleurs leurs logarithmes sont egaux et de 

6. 
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sigues i:onlf'aire2» aux logarilhmes des cosinus ei sinus [^]. 

Les meilleares Tables de logarithmes des sinus, cosi- 
nus, etc., sont celles de Callet; nous allons en indiquer 
la disposition et Fnsage , mais nous avmis aoparairant une 
remarque importance a faire. 

Les sinus et cosinus des arcs de o a 90 degres, les taii- 
gentes des arcs de o a 4-^ dt^res , et les cotangentes des arcs 
de 4'> ^ 9^* degres sont inferieurs a i, en sorte que leurs 
logarithmes sont n^atifs. On a Youlu eviter, dans les Tables 
de Callet, Temploi des caracteristiques n^ali\es, et i^on a 
ajoule 10 a tous les logarithmes n^atifs. C^est la un arti- 
tiee de calcnl , analc^ue a celui des cromplements arithme- 
tiques dont on fait un si grand usage. 

Disposition des Tables de Callet. 

9«i. La premiere de ces Tables contient les logaritbmes 
des sinus et des tangentes de secondc en seconde poui* les 
cinq premiers degres avec sept decimates; mais le sinus 
ou la tangente d^un arc etant le cosinus ou la cotangente 
de son complement, cette Table donne aussi les loga- 
rithmes des cosinus et des cotangentes des arcs au-dessus 
de 85 d^res. 

Les d^res sont maixjues hors du cadre en haut et en bas 
de chaque page, les minutes occupent la premiere et la 
derniere ligne, et les secondes la premiere et la demiere 
colonne. Chaque page a gauche ne contient que des sinus 
et des cosinus, et chaque page a droite que des tangentes 
et des cotangentes. ainsi qu'on le Yoit par les tilres de ces 
pages. 

Les Tables suivantes contienrient les logarithmes des 

[ * ] On trouvera, dans Ic livre sixieme, des formnlcs a Taide desquelles on 
pent calculer directement, et avec rapproxiniation qu'un desiro , les lo- 
garitfames des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes de tousles arcs. 
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sinus, cosinus, tangentes el cotangentes de lo en lo se- 
condes pour tous les degr^s du quart de cercle. On y re- 
marque les degres ecrits hors du cadre en haut et en bas 
de chaque page. Les minutes et secondes qu^on y volt a 
]a premiere et a la seconde colonne se rapportent aux 
degres qui sont ecrits en haut; les minutes et secondes 
qu^on y trouve a la derniere et a Tavant-derni^re colonne 
se rapportent aux degres qui sont marques au bas de la 
page. 

La troisieme colonne contient les logarithmes des sinus 
des arcs dont les degres sont indiques au haut de la page , 
et dont les minutes et les secondes sont marquees dans la 
premiere et dans la seconde colonne. La troisieme colonne 
est intitulee sinus, mais il faut lire logarithmes des sinus. 
11 en est de m^me des autres. La quatrieme colonne con- 
tient les diiFerences des logarithmes des sinus, ainsi que 
son titre Tannonce : chaque nombre de cette colonne n'est 
pas dans Talignement de ceux de la colonne precedente ; ils 
se trouvent tous descendus d'une demi-ligne, et chacun 
d'eux exprime la diilerence qu'on aurait, si Ton sous- 
trayait Fun de Fautre les deux logarithmes entre lesquels 
il se trouve. Les colonnes cinquieme et sixieme con- 
tiennent les logarithmes des cosinus des m^mes arcs et leurs 
differences ; les colonnes septieme et huitieme contiennent 
les logarithmes des tangentes et leurs differences; enfin la 
neuvieme colonne contient les logarithmes des cotangentes 
des m^mes arcs , leurs differences sont les m^mes que celles 
des logarithmes des tangentes : c'est pour cela qu'on a inr 
tJtule la colonne qui contient ces derni^res, differences 
communes. 

Si Ton ne considere que les degres qui sont a la tete de 
i^haque page , on croira que les Tables ne s'etendent que 
jusqu'a 45 degres ; mais si Ton observe que cheque colonne 
a deux litres; que la colonne marquee par en haut ^inus, 
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est marquee par en bas cosinus *, que celle qui est intitulee 
par en haut cosinus , est intitulee par en bas sinus ^ qu^il 
en est de m^me des tangentes et des cotangentes; on verra 
qu'en consultant les degres , ainsi que les titres des colonnes 
qui sont en bas de chaque page , et les deux demieres co- 
lonnes vers la droite des m^mes pages , on aura les loga- 
rithmes des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des 
degres, minutes et secondes depuis 45 jusqu'a 90 degres. 

Usage des Tables. 

94. Nous allons developper la solution des deux pro- 
blames que les Tables fournissent le moyen de resoudre. 

Probleme I. — Connaissant le nombre de degrSs , mi- 
nutes et secondes d'un arc moindre que 90 degres , trouver 
le logarithme du sinus ^ du cosinus, de la tangente ou de 
la cotangente de cet arc. 

Premier cas. — Si le nombre donne est compose de 
degres , de minutes et de dizaines de secondes , on cherchera 
d'abord le nombre des degres parmi ceux qui sont ecrits en 
haut ou en bas des pages ^ en hauts'il est moindre que 45 de- 
gres, au bas s'il est plus grand. On suivra la premiere 
colonne qui va en croissant de haut en bas , si le nombre 
des degres se trouve en haut de la page , ou la derniire qui 
va en croissant de bas en haut, si le nombre des degres se 
trouve en bas; on suivra, dis-je, Tune ou Taulre de ces 
colonnes dans le sens suivant lequel elle croit , jusqu'a ce 
qu'on rencontre le nombre des minutes donnees 5 on pas- 
sera dans la colonne des secondes sans quitter la ligne des 
minutes trouvees ; on suivra dans le meme sens Icette co- 
lonne , on y trouvera les dizaines de secondes , et sur la meme 
ligne le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente et 
de la cotangente que Ton cherche. 

Veut^on, par exemplo ,' lo logarithme do la tangente do 
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79*^5i'4o''i 79 degres se trouvant au bas de la page, on 
montera le long dc la.derniire colonne qui va en croissant 
<le bas en haul ; On trouve 5 1 minutes dans celtc colonne : 
on passe a la colonne precedence qui est celle des dizaines 
de secondes ; on monte le loeg de cetie colonne .et Ton ren- 
•contre 4^ secondea; sur la meme ligne et daj^is la colonne 
majrquee pair en bas tangeale, on trouve 0,7475657. C-est 
le logaridune cherche. On a ainsi 

log tang ( 79® 5 1 ' 4o* ) = o , 7475657 . 

Veut-on , pour second exemple , le logarithme du sinus 
de 1^ 24'5o''5' 2 degres se trouvant en haut de la page, on 
descend le long de la premiere colonne qui va en croissant 
de haut en' bas; on trouve 24 minutes dans cette colonne : 
on passe a la colonne suivante qui est celle des dizaines de 
secondes \ on descend le long de cette colonne et Ton trouve 
5o secondes; sur la m6me ligne et dans la colonne intitulec 
par en haut sinus, on trouve 8,6244662. C'cst le loga- 
rithme cherche, augmente dc 10 unites. On aainsi 

log sin ( 2° 24' 5o'' ) = 2 ,6244662. 

Deuxienie cas. — Si le nombre donne contient en outre 
des unites de secondes et des fractious de secondes , on com- 
mencera.par reduire les fractions de tseoojodesien fractton 
decimale; on cherchera ensuite, cpmme nous Venons de 
Texpliqucr, le logarithme du sinus ou de la tangente de 
I'arc donne, en faisant abstraction des unitrs et des frac- 
tions decimates de secondes, dont nous designerons Fen- 
semble par n. On prendra ensuite la difference A qui 
exisie entre le logarithmu trouve et celui qui vient inime- 
diatement apres lui, en allant dc haut en bas ou dc'bas en 
haut selon la marche que Ton suit; eufin ou ajoutera au 
logarithme trouve le nombre x determine par la proper- 
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et Ton aura le logarithme cherche. 

Si Foil veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente 
de Fare donne , on augmentera d'une dizaine le nombre de$ 
secoodes de Tare , et, apres avoir supprim^ les unites et 
fractions decimales de secondes , on obtiendra un arc qui 
surpassera Tare donne d'une certaine fraction decimale n 
de secondes , on clierchera le logarithme de son cosinus ou 

desa cotangente, et Ton ajoutera — an resultat, A ^tant ici 

la difference qui existe entre le logarithme trouve et celui 
qui le precede Immediatement en allant de haut en has ou 
de bas en haut , suivant la marche que I'on suit. 

Ce qui precede repose sur le principe suivant : 

Si Von donne success wement a un arc quelconque deux 
petits accroissements y les accroissements correspondants 
du log sin ou du log cos^ etc., sont sensiblement propor- 
tionnels aux accroissements de Varc, 

On demontre, en eflet, par des considerations qui ne 
peuvent trouver place ici , que Terreur commise dans I'ap- 
plication de ce principe ne pent , en general ^ avoir d'in- 
fluence sur la septieme decimale du logarithme, pourvu 
que, comme nous le supposons, les petits accroissements 
del'arc n'excident pas lo secondes. 

Au lieu d'ajouter, comme nous Tavons indique, le pro- 

duit — X w , on ajoute successivement le produit de — 

par les differents chiffres de /i , en negligeant les chiffres de 
ces produits partiels qui ne peuvent avoir dHnfluence sur 

la septieme decimale. On remarquera toutefois que si la 
huiti^mc decimale doit surpasser S , il est convenablc d'aug- 
meiiler la sepliemo dime unite. 
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Nous indiquerons par des exemples le type du calcul. 
I ® . Trouuer le logarithme de sin ( 49® 53 ' a4'S 3 ) . 

Log sin (49» 53' ao") = 7,8835459 A = 177 unites du 7* 

ordre decimal. 
Pour 4" 70,8 

Pour \ o",3 5,3i 

Log sin (490 53' 24", 3) = 7 . 8835535 
a*'. Troui^er le logarithme de cos ( 36° ?5' 36", 3). 

Log cos (36'^ 35' 40") =7,9045481 A = i56 

Pour 3" 46,8 

Pour o",7 'O^^g^ 

Log cos (36« 35' 36", 3) = 7 ,9o46538 

3*^. Tvouuer le loganthme de tang ( 79° 5 1 ' 47'^ ^ ) • 

Log tang (79°5i'4o'0 = 0,7475657 A= iai5 

Pour f 85o,5 

Pour o", a 24^30 

Log tang {79**5i'47"> 2) = 0,7476632 

4** . Trouver le logarithme de cot (aS^iy'aa", 3). 

Log cot (23« 1 7' 3o") = o , 366o3 1 3 A ==: 58o 

Pour 7" ^Q&^Q 

Pour o",7 4<'>^ 

Log cot (23** 1 7' 22", 3) = o , 3660760 

95. Probleme II. — Le logarithme d'un sinus , d'un co^ 
sinus, d'une tangente ou d'une cotangent e etant donne, 
trous^er le nomhre de degres, minutes et secondes de Varc 
auquel il appartient. 

Premier cas. — On cherchera le logarithme donne dans 
I'une quelcouque des deux colonnes qui ont pour titre la 
ligne trigonometrique a Texpression numeriqtie de laquelle 
le logarithme donne appartient. Si on le trouve parmi ceux 
qu'ellc conticnt, on observcra dans quel bout de la colonne 
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est le tilre qu on a consulte: si ce litre est eii haut^ on 
jettera les y^ux sur la seconde colonne a gauche , et dans 
Falignement du logarithme on trouvera un nombre de 
dizaines qui exprimera les secondes de Fare cherche. On 
passera a la premiere colonne ; si Ton y voit un nombre dans 
le m^me alignement, il sera celui des minutes cherchees, 
sinon on montera le long de cette colonne, etle premier 
nombre qu^on rencontrera sera celui des minutes; enfin en 
haut de la page on trouvera hors du cadre le nombre de 
degres demande. Mais si le^titre en question est au bas , il 
faut recourir a ravant-derniere colonne vers la droite , qui 
donnera de meme les secondes; passer ensuite a la derniire 
colonne, sur laquelle on trouTcra les minutes cherchees, 
soil dans la meme ligne, soil en descendant le long de cettc 
colonne. Enfin on trouvera au bas de la pasje , et hors du 
cadre, le nombre de degres demande. 

Veut-on, par exemple, le nombre de degres, minutes et 

secondes de Fare dont le log sin est 1,3541803; on cher- 
chera ce logarithme dans Fune des deux colonnes qui sont 
intitidees sinus, sans s^embarrasser de savoir si ce titre est 
en haut ou en bas de la colonne ; Fayant trouve , on observe 
que le titre sinus est en haut de la colonne : on consulte la 
seconde colonne a gauche , et Fon trouve 5o dans Faligne- 
ment de 9,354 i8o3 ; on passe a la premiere colonne , on n'y 
voit rien dans le meme aligncment; mais en niontant on 
rencontre 3 dans celte colonne ; enfin en haut de la page et 
hors du cadre, on trouve i3 degres. Le nombre demande 
est done i3^3'5o". 

Deuxieme cos. — Si le logarithme donne nc se trouve 
pas dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, 
on cherchcra les deux logarithmes cntre lesqucls il est com- 
pris; on prendra celui dc ces deux logarithmes qui est du 
c6te du titre dr la colonne dont on a bosoin; on Ic re- 
tranchcra du logarithme donnd, ou Ton en retranchcra 
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celui-ci, selon que Fun sera plus graad ou plus petit que 
Fautre; on aura ainsi une difference D, et en appelant A 
la difference tabulaire des deux logarithmes entre lesquels 
est compris le logarithme donne, on determinera le nom- 
bre X par la proportion 

D JT ,, , loD 

— = — f d ou .r =r • 

A ID A 

» 

Le nombre x moindre que lo exprimera les unites de se- 
condes et fractions de secondes renfermees dans Tare cher- 
che. Quant aux degr^s, minutes et dizaines de secondes, 
on les obtient ea substituant au logarithme donn^ celui de 
la Table qui en difS^re de D, et nous avons explique plus 
haut le moyen de les trouver. 

Nous indiquerons par des exemples le type du caicul. 

1 • . 

1**. Trouver I' arc dont le log sin est i , 8835535. 

Log sin X = 7,8835535 

Pour r,8835459 49° 53' 20" A =177 

Dx 10 760 ' 4''>29 

r = 49« 53' 24", 29 
2". TromferVarc dont le log cos est i,9o46538. 

Log cos X = 1 ,9046538 

Pour 7 , 9046637 36^ 35' 3o" A == 1 56 

Dx lo 990 6" 3 

r — 36^35' 36", 3 

3*\ Trower Varc dont le log tang est 0,7476532. 

Log tang X — 0,7476532 

Pour 0,7475657 79"5i'4o'' A=^i2i5 

Dx 10 8750 7'',i 

■~—^——^— 

.'• = 79-51 '47",?. 
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4**. Trouver Varc dont le log cot est 0,3660760. 

Ijog cot X = 0,3660760 

Pour 0,3660892 23* 1 7' 20" ^ = S8o 

D X lO 1 320 2",28 

III ■ ■■■■■■ i^-^.^^ iw I ■■■^M^— I I MM— M^M ^m^^fmm ■ ■ ■ 1 ■ ^ ■ ■ ■ 

a:=23«i7'22",28 

Dev^eloppements sur une application des Tables de 

Jonctions circulaires, 

96. Pour que Ton puisse appliquer le calcul des loga'- 
rilhmes a la determination de la valeur d'une expression 
numerique, il est necessaire que cette expression ne con- 
tienne que des facteurs mon6nies \ autremcnt on dit qu^elle 
n'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne 
contient d'autres facteurs polyn6mes que des sommes ou 
des dilTerences de deux sinus ou de deux cosinus, ou de 
deux tangentes d'arcs donnes , on la rendra calcidable par 
logarithmes en faisant usage des formules du n" 44 : aussi 
ces formules sont-elles d'une extreme importance. Mais it 
existe une methode generale pour rendre calculable par 
logarithme une expression qui ne Test pas ; nous aliens 
I'exposer avec details. 

Gonsiderons d^abord une expression bin6me 

xzzza -{- by 

et supposons qu'on veuille avoir log x ; a el b sont des 
nombres positifs, dont les logarithmes seuls sont connus. 
On pent ecrire 



"i'^^) 



Cela pose , la methode consiste a determiner un arc auxi- 
liaire (jp , tel que Ton ait 

b 



tang^ = -*, 
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cet arc (j^ , compris entre o et 90 degres, se calculera par la 

formule 

log tang y = \og h — log a , 

ou , en operant par complements , 

log tanj] (p = log b -\- comp log a — 10. 

La valeur de x devient alors 

, . cos » 4- sin ® 

xr=z ail H- tang 9} = a ; 

cos f 

mais on a 

sin f -f- cos f = cos (90® — y ) -+- cos <p 

= 2 cos 45° cos (45" — ^ ) = ^ cos (45* — <p) , 
done 

a sin cos (45® — y ) 

cos f 

Celte formule est calculable par logarithmes; on en tire 

logj; = loga H — log 2 -4- log cos (45**— <p) 

+ comp log cos <p — 10. 

On operera d'une maniire semblable pour rendre cal- 
culable par logarithmes la formule 

x^=. a — h\ 

on posera 

h 
tang^ = -♦ 

d'ou 

log tang (p = log ^ -+- comp log o — 10, 

et la valeur de x prend la forme 

a V^cos(45"-h<p) 

COSf 

97. La methode precedenle s'applique ^ une expression 
polyn6me quelconque a d: ft ih c d= rf, . . . ^ en effet , on 
pourra, par Temploi d'un arc auxiliaire, reduire d'une 



rnAIT^ DE TRIGOMOM^TRIE. 

„;i^ I, ^4,^«bl^' ties termes de rexpression polyn6me : avec 
,♦• wvN'^ul J^iT auxiliaire , on diminuera encore ce nombre 
. uuc wuit*^» et Tonpourra continuer ainsi jusqu'a ce qu'oii 
ui u<*usform^ I'expression ettun mondme. 

i.a tranaformation que nous venons d'indiquer n'est pas 

la itsule qu'on puisse employer; nous exposerons encore 

U suivante. 

On rendra calculable par logarithmes la formule a-i- b^ 

uu a et A sont des nombres positifs, en posant - = tang' c?; 
car on a 

a -h 6 = a ( I -h tang' o ) = 

cos*^ 

Si I'on a a > ft , on rendra la formule a — b calculable 
par logarithmes , en posant b = a sin* (p ; car on a 

a — b =za[i — sin' «p) =a cos-<p. 

Bien d'autres transformations peuvent etre employees sui- 
vant les cas. Nous donnerons deux exemples. 

98. Probleme I. — On propose de calculerles racines, 
supposees reelles, de I' equation 

X^ — px -f- y zrr O , 

dans laquelle p et q sont des nombres positifs dont les 
logarithmes sont connus. 

En appelant x' et x" les deux racines , on a 






Par hypoth^se on a </ <^ y ; posons done ^ = y sin* 9 •, 
Tare cp se calculera par la formule 

iog sin f = log 2 -i — log ^ H- comp log/> — 10, 



LIVRE TROISIEME. ^5 

et Ton aura 

X = - (i -4- cos y) =/> COS'' - <p , 

j;"=-(i — 008^)=/^ sin* -(P. 

Ces deux formuies sont calculables par logaritkmes. 

99. pROBLEME II. — Trom^er tous les arcs x qui satis- 
J'ont h V equation 

fl sin jc -f- A cos j^-=zc^ 

oil a^ bf c designent des nombres donnes^ positifs ou 
negatijs. 

On delerminera un arc auxiliaire (p compris eiitre — 90*^ 
el -f- 90^, et tel que Ton ait 

b 
tang^ = -; 

Tequatioii proposee devient alors 

a ( sin jr -I- tang (j> cos j:) = c , 

ou . 

c cos 9 
sin X cos 9 -f- cos or sm <p = ? 

ou 

C COS CD 



sin (x H- (j») = 



a 



On voit que le probleme n'est possible que si ^ est com- 
pris entre — i et -h 1 5 s'il en est ainsi , on calculera par 
les Tables un arc Xo saiisfaisant a Tequation precedente, et 
alors toutes les autres valeurs de x seront donnees par les 
formules 

X -f- 9 = 2X- . 180** -f- [xo H- «p) , 

JT H- (p = (2/- -f-l) 180" — (a'o -h y) , 
OU 

X z=z 2.k. 180° -I- aTo, 

jr = ( 2 X -H I ) 1 80° — 2 f — Xoy 
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formales dans lesquelles k designe un eniier indetermine 
positif , nul oa negatif. 

Questions proposees. 

i . Demontrer que si x a one Yaleur detenninee, el que h 
prenne des valeors de plus en plus petites. on a poor A = o : 

sin (x + h) — sin X 

lini 7 :^ OOSXy 

,. cos (x H- A) — cos X 

lim ^ =r — sm X, 

n 

h cos*x 

,. eot(x -»- A) — cotx 1 

hm i^ jf. = __ , 

n su^x 

sec(x-hA) — secx sinx . 

hm 7 = — — , 

n cos'x 

,. cosec(x-f-A) — cosecx — cosx 

lun 7 z= . 

" sin'x 

2. On partage I'arc AM = 2 x en fx parties ^ales {Jig. 3 ) 
et Ton demande, i^ de determiner les distances da centre 
des moyennes distances des points de division aux diani&tres 
AA' et BB'; 2^ de prouver qu*a la limite , pour |x = 00 , la 
distance da centre da cercle au centre des moyennes dis- 

, 1 X sinx 
tances est ^ale a • 
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TRIGONOM^TRIE REGTILI6NE. 

But de la trigonometrie rectiligne. — Mesure Aes angles. — Relations entre 
les angles 6t les cdtes d'ati triangle rectiligne. — Resolution des triangles 
rectangles. — Resolution des triangles quelconques. — Determination de 
I'aire du triangle et des rayons des cercles inscrit et circonscrit. — Du 
quaidrilat^re inscriptible. — Ei^emples de resolution de triangles ou les 
donnees ne soilt pas totites des odtes ou des angles . — Usage des fonctions 
circulaires dans la geometrie . — Applications numeriques . — Operations 
sur 1« terrain. 



But de la trigonomiitiie rectiligne. 

100. U y a dans un triangle six elements a considerer, 
savoir, trois angles et trois c6tes. Resoudre un triangle, c^est 
calculer les valeurs numeriques de ses Elements , lorsqu^on 
a un nombre de donnees suffisant pour que le triangle soit 
determine. 

La tngonometrie rectiligne a pour but la resolution des 
triangles rectilignes. 

Les valeurs numeriques des longueurs s'obtiennent en 
rapportant ces longueurs a Une m^me unite : il nous reste 
a parler de la mesure des angles. 

Mesure des angles. 

iOl . Soit un angle AOB {fig. 7) ; decrivons de son som- 
met comme centre, avee un rayon quelconque, une cir- 
conference , et designons par R et S les nombres d'unites 
conienues dans le rayon OA et dans Tare AB inlercepte 

par les cotes de Tangle. Le rapport — est ind^pendant de 

la grandeur du rayon OA; car si Ton decrit, du point O 
comme centre, une autre circonference A'B', et qu'on de- 
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• tt wi S' les nombres qui mesurent le rayon OA' et 
uv lurivvpte A'B', on aura, par un iheoreme connu , 

^ — ^ 

II ivciulie (le la qu'en posant 

S 
« = -, 

\i) uombre w ne depend que de la grandeur de I'angle AOB5 
comme d'ailleurs Tangle AOB varie proportionnellement 
au nombre w , on peul prendre w pour sa mesure. Pour 
S = R, w se reduit a i; par consequent, « represente le 
rapport de Tangle AOB a un certain angle cpi'on pent cboisir 
pour unite, et qui est tel que, si Ton decrit une circonfe- 
rence de son sommet comme centre , avec un rayon quel- 
conque, Tare intercepte entre ses cotes est egal au rayon 
de la circonference. 

La formule S = Rw est tres-frequemmeni employee dans 
les applications geometriques ^ elle permet de comparer 
facilement des arcs qui appartiennent a des circonferences 
differentes. 

Si Ton prend le rayon OA pour unite lineaire , on aura 

R = I et o) = S; 

ainsi un angle est mesure par le nieme nombre que Varc 
intercepte entre ses cotes par la circonference decrite de 
son sommet comme centre y ai^ec l' unite pour rayon. II y a 
done, au point de vue abstralt, identite complete entre les 

angles et les arcs. Par exemple, le m^me nombre - repre- 

sentera indifferemment Tangle droit et le quadrant. 

Et comme nous sommes convenus , dans les applications 
de la theorie des fonctions circulaires , de designer aussi les 
arcs en indiquant combien ils renferment de degres, mi- 
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xiutes, secondes, etc., ces m^mes nombres de degres desi- 
gneront egalement les angles correspondants. 

Nous appellerons siniis, cosinus, tangente, cotangente^ 
secante et cosecante d'un angle, le sinus, le cosinus, la 
tangente,la cotangente, la secante et la cosecante del'arc 
intercept^ par les c6t^s de Tangle sur la circonf<^rence de- 
crite de son sommet comme centre, avec I'unitepourTayon. 

102. Nous designerons toujours, dans ce livre, par A, 
B, C, fc5 ncmbres^de degres contenus dans les trois angles 
d'un triangle, et par a, £, c, les nombres qui mesurent 
respectivement les c6tes opposes. 

Relations entre les angles et les cdtes d'un triangle 

rectUigne. 

103. Th^oreme I. — Dans tout triangle rectangle, 
chaque cote de Vangle droit est egal a Vhypotenuse mul- 
tipliee par le sinus de Vangle oppose, ou par le cosinus de 
r angle adjacent. 

Soit ABC (fig* 8) un triangle rectangle en A ; du point C 
comme centre , avec Funite pour rayon , decrivons Fare de 
cercle MN , et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les 
triangles semblables ABC et PMC donnent les proportions 

c_MP ^_C? 

On a d'ailleurs 

CM = i, MPnrsinC, CP = cosC; 

done il vient 

r = fl sin C , b z= a cos C , 

ce qu'il fallait d^montrer. 

CoROLLAiRE. — La projection d'une droite Jinie sur une 
direction donnee, situee auec elle dans un meme plan, est 
egale an produit de la droite Jinie par le cosinus de Vangle 
aigu qu elle forme ay^ec la direction donnee. 
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Soil A'B' [fig- 9) 1^ projection de AB sur x'x^ menoti^ 
AC parallele a x'jc; on aura A'B'=r AC, et, a cause du 
theoreme prec&lent , 

A'B' = ABco5BAC. 

La proposition enoncee est done demontree, car BAC est 
egal a Tangle aigu que forme AB avec x'x. 

104. TntonEME IL — Dans tout triangle rectangle, 
cliaque cote de V angle droit est egal a Vautre multiplie 
par la tangente de F angle oppose ou par la cotangenle 
de V angle adjacent. 

En effet, soit A Tangle droit ; on a , par le iheorime pre- 
cedent ^ 

c z=: a sin C , b = n cos C , 

d'ou , en divisant ^ 

- = tang C et cz=r b tang C , 
oil c=: b cot B , 

ce qu'il fallait d^montrer. 

105. Remarque. — II ne saurait exister entre les angles 

el les cotes d'un triangle rectangle de relations distinctes des 

trois suivantes : 

B 4- C = 90°, 

r = «sinC, ^ = acosC; 

car s'il y en avait une , en y rempla9ant c , A et B par leiirs 
valeurs a sin C , a cos C , et 90*^ — C , on aurai t une equa- 
tion non identique entre a et C , ce qui est absutxle. 

En ajoutant les deux dernieres des relations precedentes , 
apres les avoir elevees au carre, on a la relation conntte 

106. TutoREMfe III. — Dans tout, triangle rectiligrWy les 
cotes sont proportionneh aux sinus des angles opposes. 
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Soil ABC (fig' lo) un triangle dont les angles B et C 
sont aigus \ abaissons du sommet A la perpendiculaire AO 
siir la base BC : le point O tombe entre les points B et C , 
et les triangles rectangles ABO et AGO donnent (n** 103) 

AO = c sin B , AO = 6 sin C, 
d'ou 

csinBr= 6sinC, OU -:—- = -: — -t 

sin B sin C 

ce qu'il fallait demontrer. 

Si Fun des angles B ou C est obtUs, C par exemple, le 
pied de la perpendiculaire AO tombe sur le prolongement 
de BC (/ig'. ii), et comme deux angles supplementaires 
ont m^me sinus, les triangles rectangles ABO et ACO 
donnent encore AO = c sin B = 6 sin C , d'ou Ton conclut , 
comme precedemment , 



c 



sin B sin C 

107. Autre demonstration , — On pent encore demon- 
trer ce theordme de la mani^re suivantc. Circonscrivons un 
cercle au triangle ABC [fig* la), menons le rayon OB et 
abaissons 0PM perpendiculaire sur BC \ enfin , du point O 
comme centre, avecl'unite pour rayon, decrivons Fare bni 
et abaissons bp perpendiculaire sur OM : Tangle A est egal 
a Tangle BOM, lequel a pour sinus ip ; on a done 

sin A = bp. 

Mais les triangles semblables. BOP et bop donnent 

V _ BP __ BC 
T ~" OB "" 2 OB ' 

done , en designant par R le rayon du cercle circonscrit au 
triangle, on a 

sm A = -— , 
aB. 
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ce qui montre que le sinus d\in angle d'un triangle est 
egal au rapport du cote oppose aii diametre du cercle cir- 
consent. Enfin on deduit de la 

d b c 

sin A sinB sinC 

ce qu'il fallait demontrer. 

108. Remarque. — On a, d'apres ce qui precede, les 
trois relations suivantes entre les angles et les c6tes d'uu 

triangle : 

iA-+-B + C=:i8o°, 
a b c 

sin A sin B sin C ^ 

or je dis qu'il n'en saurait exister une autre distincte de 
celles-la. En effet, a cause de 

sin A = sin ( 1 80° — B — C ) = sin (B H- C ) , 

on tire des equations (1) 

A=i8o"— B — C, 

a sin B 

~sin(B-hC)' 
a sin C 



sin (B H- C) 

Si , maintenant , il existait , entre les angles et les cotes d'un 
triangle, une relation distincte des relations (1) , en y met- 
tant , au lieu de A , J , c , les valeurs que nous venons 
d'ecrire, on aurait une equation non identique entre le 
cote a et les deux angles adjacents B et C, ce qui est 
absurde. Mais on pent deduire des equations (i) plusieurs 
autres relations importantes qui constituent autant de 
theoremes qu'on pent etablir directement. C'est cette 
marche que nous allons suivre, et nous montrerons en- 
suitc comment les di verses relations que nous aurons trou- 

s 

vetTs pouvent sr deduire les unes des autres. 
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t09. Th^oreme IV, — Dans lout triangle rectiligne, 
le carre d *un cote est egal a la somrne des carres des deux 
autres cotes y moins le double produit de ccs deux autres 
coles midtiplie par le cosinus de I* angle quils com- 
prennent. 

Soit ABC (Jig lo) un triangle dont Tangle C est aigu; 
abaissons du sommet A la perpendiculaire AO sur BC : 

on a 

c' z= a^ -f- 6' — 2 a X CO ; 

mais le triangle rectangle AGO donne (n^* 103) 

CO=:AcosC, 
on a done 

r^ =: «' -I- ft' — lab cos C. 

Si Tangle C du triangle est obtus (fig' 1 1) , on a 

c^* = rt' -h ft' -h 2 a X CO ; 

le triangle rectangle AGO donne 

CO = ft cos ACO = ft cos (i8o«-- C) — — ft cosC, 

done on a 

c^=i fl»-f- ft»— 2aft cosC, 

comme dans le premier cas. Enfin cette formule a lieu 
encore quand G est un angle droit ; car , dans ce cas , cos G 
est nul , et elle se reduit a c* = a* -f- i*. 

Corollaire. — Le theorime prec^ent fournit les trois 
relations suivantes : 

Ifl* = ft* -f- c^ — 2 ftc cos A , 
b"^ z=z a^ -\- c' — 2accosB, 
c' z=a^ -f- ft* — 2aftcosC, 

qui contiennent chacune les trois c6tes et un angle. 

HO. Th^oreme V. — Dans tout triangle rectilignCy un 
cote est egal a la somrne des deux autres ^ multiplies 
chacun par le cosinus de V angle quUJorme auecle premier 
cote. 
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Soil un triangle ABC {Jig» lo et 1 1 ) ; abaissons da sam- 
met A la perpendiculaire AO sur BC : on a , si les deux 
angles B et C sent aigus ^ 

«(=BO-f-OC, 

et si Tun des angles B et C , C par exemple , est obtus , 

<» = BO — OC. 

Mais, dans le premier eas, OC = b cos C, et dans le second , 
OC = b cos (180°' — C ) = — b cos C ; dana lea deux cas , 
BO = c cos B : done on a 

a = b cos C-ho cos B , 

ce qu'il fallait demon trer. 

Corollaire. — Ce theoreme foumit les trois relations 

ia = b cos C-i-c cos B , 
b = c cos A -ha cos C , 
cz= acosB-h ^cosA. 

IH. Pour deduire les Equations (3) des equations (a), 

ajoutons les deux premiires equations (2) ^ il vient, apr^ 

les reductions , 

c = a cos B -f- ^ cos A . 

C'est Tune des equations (3) ; on obtiendrait les deux autres 
de la m^me maniere. 

Reciproquement, pour deduire les equations (a) des 
equations (3), ajoutons les equations (3)-, apres les avoir 
multipliees respectivemeut par a^b^ — c, il vient 

a? -^ b^ -^ c^ =z ^ ab cos C , 

ou 

f'=/i'-h b^ — T^abcosC, 

C'est Tune des equation^ (a)-^ on obtiewdrait de m^me les 
deux autres. 

112. INous venons de voir que les systemes (a) et (3) 
sont equivalents 5 nous aliens indiquer comment on peut 



LIVRE QUATRIEME. loi> 

deduire Tun de ces systimes, (3) par exemple, des equa- 
tions fondamcntales ( i ) . 

La premiere des equations (i) donne 

C= i8o« — (A -4-B), 
d'ou 

sinC = $]n (A + B) = sin A cosfi + sinBcosA; 

remplacant sin A , sin B , sin C par les nombres proportion- 
nels a, &, c , il vient 

cr=z a cos B 4- ^ cos A. 

C'est I'une des equations (3) ; on obtiendrait de meme les 
deuxautres. 

113. Les equations (i) peuventse deduire des equations 
(a) ou (3), si Von fait la restriction que la somme A-f- B-|-C 
n'excede pas 1 8o d^gres. — En effet , on tirede la premiere 
des equations ( 2 ) , 

cos A = ; ? 

HOC 

— a* — ^< — c'-f- 2fl*^'-h 2fl'c'-r a^'c^ 

^MMtfte . • 



sin' A =i 



4^^=* ' 



par suite ) 

sin* A __ — a< — b* — g*~h2g*^' -H2c*c'-f-2^V 

On trouvera evidemment la meme valeur pour ,^ et — ^ t 

car I'expression obtenue pour — ^ ne change pas quand 

on change les c6te$ a , Z^ , c les uns dans les autres : si done 
on sait que A, B, C sont moindres que i8o degres, leurs 
sinus etant positifs, on peutecrirc 

sin A sin B sin C 

a ~" b "~ c 

En second lieu, on pent eliminer a ^ bet c des equations (2) 
ou (3) , car elles sont homogenes, et ne contiennent, si Ton 
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veut, que les rapports de deux cotes au troisieme. Si^ par 

exemple, on fait b == ar, c = ay^ les equations (3) de- 

viennent 

y = x cos A -f- cos B , 

X =f cos A -+- cos C , 

1 r= X COS C -+• jr COS B , 

et 5 eii eliminant x et y^ on trouve 

cos' A 4- cos^ B ■+- cos' C -h 2 cos A cos B cos C = i ; 

si la somme des angles A , B , C n'excede pas 1 8o de- 
gres, on conclut de la (n*^ 48) 

A-+- B-f-C = i8o«. 

Resolution des triangles rectangles. 

114. La resolution des triangles rectangles olVre quatre 
cas distincts. 

Premier cas. — tltant donnes V hypotenuse a et un angle 
aigu B, calculer V angle C ei les deux cotes b et c. 

L'angle C s'obtient immediatement par la formule 

C = 90« — B; 
on a ensuite 

b =r « sin B , r. = a cos B , 
d'ou Ton tire 

log b = log a 4- log sin B , 

log c = log a 4- log cos B. 

Ces deux dernieres formules serviront a calcider les cotes 
b et c. 

Deuxieme cas. — Eltant donnes V hypotenuse a et iin 
cole b dc r angle droits calculer le troisieme cote c et les 
deux angles B et C. 

On a 

h =: a sinB y d'ou sin B = - ? 

a 



LIVAE QDATRIEME. IO7 

Ct 

log sin B =: log b — log a = log b -h comp log a — i o ; 

cette formule servira a calcoler B. On aura ensuite 

C = 900 -. B , 

et enfin od determinera c par la formule 

c = fl cos B , 
qui donne 

log c = log a -f- log cos B . 

Troisieme CAS. — £tant donnes Vun des cotes b de 
r angle droit et Vun des angles aigus , calculer le second 
angle et les deux autres cotes. 

L'angle inconnu sc determinera immediatement par la 

formule 

B -h C = 90°. 

Ensuite Fhypotenuse a et le c6ie c se calculeront a I'aide 

des formules 

b 

a = —. — ~ 9 c == b cot B , 
sm B 

qui donnent 

log a = log 6 -H comp log sin B — i o , 
log c = log ^ -h log cot B. 

Qu atrieme CAS. — Etant donnes les deux cotes b et c 
de r angle droit, calculer Vhypotenuse a et les deux an- 
gles aigus B ef C. 

Pour determiner Tangle B on prendra la formule 

„ b 
tangB = -•> 

qui donne 

log tang B = log b -h comp logc — lo ; 

on aura ensuite 

C =: 90" — B , 
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et, enfiii, on calculera Thypotenusea par la formule 

b 

sin B 
qui donnc 

log « = log ^ -h comp log sin B — 10. 

Resolution des triangles quelconques, 

113. La resolution des triangles rectilignes presente 
quatre cas distincts. 

Premier cas. — Etant donnes le cote a et deux angles^ 
cidculer le troisieme angle et les deux autres cotes. 

L'angle inconnu se calculera immediatement par la 

formule 

A4-B -hC= i8o*»; 

on determinera ensuite les c6tes b et c par les formules 

a sin B a sin G 

sin A sin A 

qui donnent 

log ^ = log « -i- log sin B -+- comp log sin A — 10 , 
log c = log « -h log sin C -h comp log sin A — 10. 

116. Deuxieme cas. — Etant donnes deux cotes a et 6, 
ainsi que V angle A oppose au premier , calculer les angles 
B 'et C et le troisieme c6te c. 

On calculera Tangle B par la formule 

. ^ 6 sin A 

sin B = ? 

a 

qui donne 

log sin B = log 6 -i- log sin A H- comp log a — 10 ; 

on aura ensuite 

C= 180"— (A -hB), 

et , enfin , on deterniinera c par la formule 

a sin C 

c = —. — - , 
sin A 
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qui donne 

log c =z log a H- log sin C *f- comp log sin A — lo. 

H7. Discussion, — Si I'on a « ^ i sin A, et seulement 
dans ce cas , les Tables feront connaitre pour B une valeur 
M <^ 90**, mais Ton pourra prendre aussi B =180^ — M; 
on aura deux valeurs correspondantes de C : 

C=i8o*> — A— M, C = M — A, 

et, par suite, aus^i deux valetirs correspondantes de c. 
Pour que Tangle M reponde a la question , il faut ct il 

suflSt que A 4- M soit <^ 1 80 degriSs ; pareillement , pour 

que 1 80" — My reponde , il faut et il suffi t que M soi t ]|> A . 

Examinons dans quel cas ces conditions peuvent 6tre 

remplies : 

i". Si Ton a A = ou > 90 degres , la valeur 180° *— M 

de B ne pent convenir, et la condition pour que la valeur M 

de B donne une solution du probl^me , est 

M< i8o«— A, 

ou , comme les deux membres sont moindres que 90 degres , 

sin M <:^ sin (180** — A ) ou <<; sin A , 

c*est-a-dire 

b «in A 



a 



< sin A ou b <C^ «• 



On voit que le probleme n'admet qu'une solution , et la 

condition pour qu'il en admette une , est que le c6le oppose 

a Tangle donne soit le plus grand des deux cotes donnes. 

2°. Si Ton a A <^ 90*^, la valeur M de B convient tou- 

jours*, mais pour que Ton puisse prendre aussi B= 1 80** — M , 

il faut que Ton ait 

M>A, 

ou, comme les deux membres sont inferieurs a 90 degres, 

sin M ^ sin A , 
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c'est-a-dire 

^ sin A 

> sin A ou 6 > a. 

a 

On voit que, dans ce cas , la condition de possibilite est 
a^h sin A ; si cette condition est remplie , le probleme 
admet iine ou deux solutions, suivant que le c6te oppose a 
Tangle donne est plus grand ou plus petit que I'autre cote 
donne. 

Les resultats qui precedent sout conformes a ceux qu'on 
deduit de considerations geometriques que nous croyons 
inutile de rappeler ici. 

118. Remarque. — Dans la solution pr^edente, on ne 
calcule le cote c qu'apris avoir calculi les angles B et C ; 
or il se pent que, n'ayant pas besoin des angles B et C, on 
veuille calculer direetement le c6te c. Pour cela, on pent 
se servir de la formule 

a' =r ^2 _|_ ^ 2 — 2. be cos A , 
d'ou Ton lire 

cz=ib cosArhy^fl* — ^' sin* A; 

mais, pour rendre cette formule calculable par loga- 
rithmes , il faut employer un angle auxiliaire , conforme- 
ment a la methode du n° 96, et alors les calculs qu'on doit 
executer sont tons aussi longs que ceux auxquels conduit 
Tapplication de la premiere methode. U y a m&me plus; 
le moyen qui s'offre le plus naturellement pour rendre 
Texpression de c calculable par logarithmes, consiste a 
poser (n**98) 

6 sin A It V > asinv 

= sin © , d ou b z= —, — -i 9 

a sm A 

car la valeur de c devient alors 

^zsincpcosA , asin(o + A] 

c — J-_ — It: « cos <p = r^-- J 

sm A sin A 
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et Ton voit que Tangle auxiliaire (p, dont on s'est servi , est 
precisement Tangle B du triangle. II n'y a done pas lieu 
de modifier la solution du n** H6. 

119. TiioisiEME CAS. — Etant donnes deux cotes a et b , 
ainsi que F angle C compris entre ces cotes ^ calculer le 
troisieme c6te c et les deux angles A et B. 

On determinera , comme il suit, les angles A et B. On a 

d'abord 

A -I- B= i8o» — C, 



et 



on tire de la 



sin A n 



sinB b' 
sin A — sin B a — 



•» ■ » . 



sin A H- sin B a -\- h 
Mais on a (n^ 44) 

sin A — sin B tang \ [A — B) 

sin A -h sin B tang-j( A -f- B) 
done 

tang|(A — B) _ a — b 

tang ; ( A H- B) ~ a -^ b ' 
d'ailTeurs tang - ( A + B) = cot - C , done 

J / ^v ^ — b I ^ 

tang- (A — B) = y cot-C; 

d'ou , en supposant que asoh^ b ^ 
logtang-(A — B) = \o^(a— b) +complog(fl -f- b) 

-h loi' cot - C — I o . 

" 2 

A Taide de cette formule , on calculera - (A — B ), et comme 

- ( A -h B) n=: go° C , on en deduira les valeurs dcs angles 

A et B. 
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Pour avoir le c6te c , on peut se servir de la formulc 

a sinC 

c = y 

sm A 
qui donne 

log c = log a + log sin G -h comp log sin A — lo ; 

mais , de cette maniere , on a trois nouveaux logarithmes a 
pi*endre , tandis qu^on n'en a que deux nouveaux a cher- 
cher , si Ton opere comme il suit. On a 

a b c a-^ b 

sin A sin B sin C sin A -+- sin B 
d'ou 

{flH-^)sinC 



sin A -h sin B ' 



on a d'ailleurs (n*^ 44) 



done 



sin A -H sin B = 2 sin - ( A -+- B ) cos - ( A — B) 
= 2cos-Ccos- (A -^B)^ 

2 2 ^ ' 

sin C = 2 sin - C cos - C , 

2 2 



__ (gH-^) sinjC 

" cosj(A— B) ' 



et 

logc=log (a-f-A)-l- logsin-C -+- comp logcos-(A — B) — lo. 

^ 2 

120. Remarque. — Si Ton veut calculer directement le 
c6le c, on se servira de la formule 

C = ^«* -h ^' — 2/1^ cosC. 

Voici le moyen le plus simple de la rendre calculable par 
logarithmes. On a 

cos' - C -^ sin' - C = I , 

2 2 ' 

cos* -- C — sin' - C = cos C , 

2 2 
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on peut done ecrire 

= y («'-+- ^') (cos' ^Ch- sin' ic^ — 2a^(cos'-C — sin'icV 

= y {a — by cos' i. C H- (fl 4- *)* sin»- C ; 

par cette transformation, le nombre des termes, sous le 
radical, est reduit a deux. Maintenant on calculera un 
angle auxiliaire ^, tel que 

a^b I ^ 
tango = ; cot- C, 

et I'on aura 

(a + 6)siD;c 

c ._ ■ • 

COS<p 

Cette formule est calculable par logarithmes , mais on voil 
que Tangle auxiliaire <j), qu'on doit prealablement calculer, 

n'est autre que - (A — B); par consequent, les calculs 

qu'exjge cette seconde m^thode sont identiques a ceux de la 
premiere. Nous avons cru cependant devoir Tindiquer pour 
donner un nouvel exemple des artifices par lesquels on 
parvient a rendre calculables par logarithmes des expres- 
sions qui ne le sont pas. 

124. QuATRiEME CAS. — tltunt donnes les trois cotes «, 
by c^ calculer les trois angles A , B, C. 
L'angle A est determine par la formule 

a^ =L b"^ -{- c^ — 2 (c COS A , 
qui donne 

cos A = 1 ; 

2 be 

cette formule ne se pr^te pas facilement au calcul des lo- 
garithmes , excepte dans le cas ou « , ft , c sont des nom- 
bres d'un seul chiffre, mais on peut en deduire d'autres 

8 
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formules qui permetteiit de calculer tres-aisement I'angle 
A dans tous les cas. 
On a (n° 59) 

,1 I -h cos A . , I . > — cos A 
cos' - A = 7 sin* - A = 9 

2 2 2.2 

et, en rempla9ant cos A par sa valeur, 

^1 __2 6cH- ^'-hc* — «» (^H-c)* — fl'__ (a -h6-4-c) (— fl 4-^-f-^ 

2 ^bc ^bc ^^ ^bc 

I _ 2^c — ^'— c'H-fl2__«' — (^ — c)^__ (aH-^— -c) (fl — ^ -he) 



sin' - A = 



2 4 ^^ 4 ^^ 4 ^^ 

Soil maintenant, pour abreger, 

a -\- b -^ c ^ 2/3, 
on aura 

a -^ b — c = %(p — c), 

a — b -f-c = 2(/? — b), 

— fl-4-ft + C=2 (/? — «), 

et, par consequent, 

1 be. 1 be 

on dedpit de la 



(i) 8.n-A_y ^- 



(2) cos 



'4 — 4 / P^P — ") 

-i^-y—bT-' 



Dans ces formules, il faut prendre le radical avec le signe -f-, 
car Tangle \ A etant aigu, ses lignes trigonom^triques sont 
toutes positives. Ghacune d^elles est calculable par loga- 
rithmes. On a pour les calculer les angles B et C des for- 
mules semblables, qu'on deduit des pr^edentes par de 



LIVRE QUATRIEME. Il5 

simples changements de lettres , savoir : 



sin i B = t /(^-Z^li^nl), sin 1 C = J 
1 y ac 2 V 



'{p- 


a){p- 


-c) 




ac 


> 


'p{p- 


-b) 




ac 


> 

* 
* 




\p- 


a)(p- 


■ c) 

9 



{p — a)i,p — b) 
ab 



eos-iB= i/^i^^^, ,^Ic=JpAPIZJ), 

n y ac % y ab 



2 V pkp — ^) 2 V p{p — c) 

122. Remarque I. — Si Ton ne veut qu'un seul angle, 
A par exemple, on pent employer indifferemmeiit Tune 
des formules (i), (2), (3); mais, si Ton a besoin des trois 
angles , on doit preferer la formule ( 3 ) et les deux autres 
semblables, car, en en faisant usage, on n'aura quequatre 
logarithmes a prendre, tandis que, si Ton employait la for- 
mule (i) ou la formule (2) et les deux semblables, on au- 
rait sept logarithmes a cherclier. 

i^,* Remarque II. — II faut qu'un triangle soit possible 
avec les c6t^s donnes a , i, c, pour que la valeur de tang - A 

soit reelle, ou que celles de sin -A et de cos -A soient 

reelles et moindres que 1 . On pent retrouver cette condition 
sur les formules que nous venons de donner. 

1®. Pour que la valeur de cos- A soit reelle, il faut que 

Ton ait p ^ a ou i H- c ^ a , c'est-a-dire que le cote a soit 
moindre que la somme des deux autres •, en outre , pour que 

la valeur de cos - A soit moindre que i, il faut qu'on ait 

p{p — a)'^bc^ ou (b-\-cY — a^^^bc^ ou a'Xi— c)', 
c'est-a-dire que le cote a soit plus grand que la diflerence 
des deux autres. 

2°. Pour que la valeur de sin- A soit reelle, il faut que 

les facteurs p — i, p — c soient de m^me signe; ils ne 

8. 
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peuvent etre negatifs , car leur somme est egale a a : on a 
done p^b etp^c^ c'est-a-dire b<^a-^cetc<^a-\-b] 

en outre , pour que la valeur de sin - A soit moindre que i , 

il faut qu'on ait (p — i) (p — c)<Cbc^ ou a' — \b — c)'<^4^^> 
ou a' <^ (fe -h c)*, ou fl <^ i -I- c. On retrouve ainsi la con- 
dition que chaque c6te soit moindre que la somm*? des deux 
autres. 

3®. Pour que la valeur de tang -A soit reelle, il faui 

que les trois facteurs p — a, p — i, p — c soient positifs 
ou que deux d'entre eux soient negatifs 5 ce dernier cas ne 
pouvant avoir lieu, on retrouve la condition que chaque 
c6te soit moindre que la somme des deux autres. 

Determination de Voire dii triangle et des rayons des 

cercles circonscrit et insciit. 

124. j4ire du triangle, — On pent calculer Taire d'un 
triangle quand on conn ait trois de ses six elements, pourvu 
que parmi eux se trouve au moins un c6te. Nous allons 
examiner les quatre cas qui peuvent se presenter. 

1°. On donne deux cotes a et b a^ec r angle compris C 
Soit un triangle ABC [fig* 10 et 1 1) , abaissons du som- 
met A la hauteur AO; on a, en designant par 5 Taire du 
triangle , 

* 1= - fl X AO, 

Mais le triangle rectangle AOC donne AO = isinC, on 
a done 

s = - ab sin C. 

Ainsi I'aire d'un triangle est egale a la moitie du pro- 
duit de deux cotes multiplie par le sinus de f angle com- 
pfUs entre ces cotes. 



LIVRE QIJATRIEME. H^ 

2". On donne deux cotes a et b et V angle A oppose a 
Vun d'eux. 

On commencera par calculer Tangle C (n* 116) , et 1 on 
se servira ensuite de la formule precedenle. 

3*^. On donne un cote a et les deux angles adjacents 
B et C. 

On a 

' , . ^ , « sin B /I sin B 

♦ = - ^i6 sm C , b z= —, =: 



2 sin A sin(B-+-C)' 

done 

I a^ sin B sin C 

* "" 2 sin(B-^cy * 

4°. On donne les trois cotes a ^ b ^c. 
On a (n^ 121) 



ay ^^ 1 y ab ^ 

done 

sin C = a sin i C cos i C = 2 ^^ii^in^ESIZEI) . 
2 2 ab 

Remplacant sin C par eette valeur, dans la formule 
s = - ab sin C , il vient 

2 ' 

ou p designe le demiT-^perimetre ^-^^t — itlf . 

2 

125. On deduit facilement de ce qui precede les formules 
suivantes, dignes d'fetre remarquees : 

sm - A sin - B sm - C = ^ -^ '--^ : = ^ 

2 2 2 abc pabc 

cos 1 Acqs -^BcosiC:^^^^^^^~")^^^--^).l^^Li:£J\^/^. 
2 2 2 abc abt: 

tangiAlangiBtangic = ~ 
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426. Rayon du cercle circonscrit. — Si R designe le 
rayon du cercle circonscrit au triangle , on a (n** 107) 



R= " 



?. sin A 

multipliant haut et bas par be , il vient 

abc abc ^^^ 

2 ^c sin A 4* i^P{P — ^){P — ^){P — ^) 

127. Rayons des'cercles inscrit et exinscrits. — Soit r 

le rayon du cercle inscrit ; en joignant le centre de ce cercle 

aux trois sommets, on decomposera le triangle en trois 

autres ayant r pour hauteur commune , et pour bases les 

trois cotes a^b^c respectivement ; on a done 5 =3 r > 



ou 



v^ 



If LIL. LLC L 

P 



Si I'on designe par a, 6, y les rayons des cercles exin- 
scrits au triangle , c'est-a-dire des cercles qui touchent res- 
pectivement les c6tes a , 6 , c et les prolongements des deux 
autres , il est aise de voir que Ton a 

5 = (/? — fl ) a = ( /? — 6 ) 6 = ( /? — c ) 7 ; 

d'ou Ton tire 

p — a y p — a 

g = ■ ' . = 4 / P(P-^){P'^) 

p-^b V p^b 

p—c V p^c 

On pent aussi &rire (n® 121) 

a=/?tang|A, 
^=/?tang|B, 
7 = ^ tangle. 
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Toutes ces formules sont cakuiables par logarithmes. On 
peut en deduire une multitude d^autres plus ou moins utiles. 
Nous nous bornons a citer les trois suivantes, qui sont 
assez remarquables : 

I 1 I I 

- = --!- ■z-^-'f 
r a o 7 



4R=a-|-6H-7 — r. 

Du quadrilatere inscnptible. 

128. INous indiquerous ici comment on peut calculer les 
angles \ I'aire et les diagonales d^un quadrilatere inscrip- 
tible, quand on connatt les quatre cdt^s. 

Soit ABCD uti quadrilatire inscrit (fig- i3), dont nous 
representerons les c6tes AB , BC , CD , DA par a , i , c, d^ 
les diago&ales AC et BD par x idXj , Taire paif s , le rayon du 
cercle circonscrit par R , et les angles par les m^mes lettres 
qui designent leurs sonunets. 

Les angles B et D etant suppl^mentaires out des cosinus 
egaux et de signes contraires , et les triangles ABC et ACD 

donnent 

( ar' = fl*H- 6*--2«6cosB, 
^'^ |jc» = c^4-«^'-f-2crfcosB. 

On tire de ces equations , en eliminant x , 

a'^^b'^^c^ — d 



{i) cosB = 



7.[ah -i-cd) 



Cette formule n'est pas calculable par logarithmes, mais 
on peut en deduire une qui le soit. On a 

. r 1 — cosB I „ I + cos B 

2 2 2 2 ' 
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en renipla9ant cos B par sa Yalenr , il yient 



nn'-B = -^ 7-r^-i — ^^ — =1 — - =^ TT—M r ' 



2 



^{ab-hed) ^(ab-i-cd) 



i*g^aji R — - ' :_ — i • 

^2 i(ab'hcd) ~ l^\ab^cd) 

Designons par 2^ le perimetre a-\-h-\-c '\- d^ on aura 
a+h-\-c — d= ^[p — d) etc. , et , par snite, 



«„ • R _ t Ap-'')(P-'') 
sin— B=\/ 7 J 

2 V ao-t-ed 

(3) \ n — 

'cos ^-.r.--'^^p-'^ 



^-v^ 



cd 



En diyisant ces formules (3) Tune par I'autre, on obtient 
la suivante : 



(4) -« JB = \/[^^^!' 

qui est calculable par logarithmes. On aurait de m^me, 
pour calculer Tangle A , 

Les angles du quadrilatere etant connus , on aura les dia- 
gonales par la methode du n^ 119. Quant a la surface s , 
elle est la somme des surfaces des triangles ABC ct ADC \ on 
a done (n° 124) 

J = - {ab 4- cd^ sin B ; 
on a d'ailleurs, en multipliant les equations (3 ) , 



sinB = .^(^-''^^^T^^^^~''^^~''^ 

ab -hcd 

done 

s = s/{p — ci){p-^b)(p — c)p--d). 

Si Ton suppose que le c6te d se reduit k zero ^ cette for- 
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mule donne celle qui exprime Taire du triangle en fonc- 
tion des trois e6tes. 

129. Si Ton veut calculer directement les diagonales x 
et j^, on portera , dans Tune des ^nations (i) , la vaieur de 
cos B tiree de Tequation (a) 5 il vient alors 

« _ cd{a^ •+- h-") -4- ab (c» -t- d^ ) 

ab -i- cd 
ou 

_ [ac-^bd){ad+bc) 

^^^ - ab-^cd ' 

on aurait de m6me 

, , , /fltf-4- bd){ab-^cd) 

Mais ces formules (6) et (7) ne sont pas calculables par lo- 
garithmes. 

En mullipliant et en divisant les equations (6) et {7) 
Tune par Tautre , on a 

,0. ,j X ad-^bc 

(8) a:y = ac+bd, - = J^:^^ 

qui expriment deux th^oremes connus de geometric. 

On peut enfin exprimer le rayon R du cercle circonscrit 
en fonction des quatre c6tes. On a , en effet (n° 107) , 



d'-' 



R= — * — 5' 
2smB 



ou 

R — v/(gg -*- bd) (ab H- cd){ad -+- be) 

^ " /l^^a}(p-b){p--c)(p^d) 

130. ^ire d'un quadrilatere quelconque. — On peut 
calculer aisement I'aire d'unquadrilatere quelconque, quand 
on connait ses diagonales ainsi que Tangle qu elles forment 
entre elles. 

Soit ABCD {fig* i3) un quadrilatere quelconque^ soient 
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AC = a, BD = i,AOB = a:ona 

aireABO = -AO.BO.sina, aireBCO =-CO.BOsin a, 

2 2 



et, en ajoutant 



I 



aire A.BC = - BO . a sin z; 

2 

on a de m^me 



et , en ajoutant , 



aire ADC = - DO . a sin a , 

2 



aire ABCD = - a^ sin a. 

2 



Ainsi Vaire d'un quadrilatere est egale a la nioiuc du 
produit des diagonales multiplie par le sinus de l' angle 
quellesforment entre elles, 

Exemples de resolution de triangles oil les donnees ne 
sont pas toutes des cdtes ou des angles. 

131. Le nombre des probl^mes qu^on pent se proposer 
sur la resolution des triangles est illimit^. Nous allons citer 
quelques cas remarquables. 

Problems I. — Resoudre un triangle^ connaissant un 
cote a , r angle oppose Ay etla somme ou la difference des 
deux cdtes bete. 

I®. Si e'est la somme i -h c qui est connue, on prendra 
la formulc 

b^c _ sin B 4- sin C _ 2sin j(B + C)cosi(B — C) __ cos|(B-C ^ 
a smA 2sin-f Acos-jA sin^A 

qui permettra de ealculer - (B — C) : comme B -f- C est 

connu, on en deduira B et C ; on achevera ensuite la solu- 
tion par la methode du n^ 115. 

2°. Si c'est la difference h — c qui est iconnue , on prendra 
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la formule 

> — c _ sinB — sinC _ 2 8iD j(B — C)cos:^(B-h C ) _ siD|(B — C) 
a sin A 2 sin 7 A cos j A cos | A 

qui permetira de calculer - (B — C) ^ on achivera comme 
dans le premier cas. 

132. ProblemeII. — Resoudre un triangle, connais- 
sunt le cote a , un angle adjacent B, et la somme ou la 
difference des deux autres cotes. 

i^. Supposons que la somme 6 + c soil connue. Po- 
sons a-|-t-t-c = ap5petp — a soni connus : or on a 
(n« 121) 

tang- = V ^^- — , ^^^,, S tang - =-. 1/ ^- ^ '^^ . S 
^ V pip — b) ^1 V pip—c) 

et , en multipliant , 

C B 1? — « 
tang- tang- =^: 

2 2 /? ' 

On calculera C par cette formule , et Ton achevera la solu- 
tion comme au n^ 1 15. 

2°. Supposons que la dilTerence b — c soit connue. Po- 
sons , comme precedemment , a -f- i -+- c = 2p; p — ft et 
p — c sont connus, et Ton a 

C 

tang - , 

°2 p — b 

B"" p — c 
tang- 

Cette formule permettra de calculer Tangle C. 

133. Problems III. — Resoudre un triangle y connais- 
sant la surface s et les angles. 

Nous avons donne (n^ 124) la formule 

I sin B sin C 



X = - n 



2 bin A ' 
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on en tire 



/ 2fsin 

V sin B si 



A 

sinC 



On aura deux formules semblables pour calculer les cotes 
b et c. 

134. Probleme IV. — Resoudre un triangle, connais- 
sarit. le perimetre et les angles. 

Nous avons donne (n^ 125) la formule 

-=rr- = cos - A cos - B cos - C; 
abc 2 2 2 

en y rempla^ant s par- be sin A, ou be sin - A cos - A , ellr 
donne 

> 

j9 sin 4* A 
a =r — . ^ - — — : • 
cos 7 B cos 7 C 

On calculera a a Taide de cette formule. 

135. Probleme V. — Resoudre un triangle, connais- 
sant le rayon r du cercle inscrit et les angles. 

On deduit facilement, des formules pr^cedemmentdon- 
nees, 

p — a = rcot--A, p — ^ = rcot-B, p — c=rcot-C; 

2 2 2 

on calculera ainsi p — a, p — i, p — c, on en deduira 
ensuite les c6tes a^b^ c. 

Usage des fonctions circulaires dans la geometrie. 

136. L'usage des fonctions circulaires n'est pas seule- 
ment borne au calcul numerique. Ces fonctions peuvenl 
etre employees avec succes pour la demonstration des theo- 
remes de geometric, et meme pour la solution des pro- 
blemes graphiques. Bieu que cette application soit suffisam- 
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inent indiquee dans la geometrie analytique, nous ne 
croyons pas inutile d'en donner ici deux exemples tris- 
simples. 

Proposons-nous , en premier lieu , de ddmontrer ce th^o- 
r^me si connu : 

Toute transversale A'B'C'(fig. i5) determine, sur les 
cotes d*un triangle ABC , six segments telsy que le produit 
de trois segments non consecutifs est egal au produit des 
trois autres. 

On a 5 dans les triangles AB'C, BC'A', CA'B', en remar- 
quant que deux angles suppldmentaires ont m6me sinus , 

AC^_8inAB^' 
AB'""sinAC'B'' 

BA^_ sinAC^B^ 
BC^^sinBA'C' 

CB^_sin BVC' 
CA "sinXFTy' 

et, en multipliant , 

^•|^~^ = i, ou AC'.BA'.CB' = AB'.BC'.CA', 

ce qu'il fallait demontrer. 

1 37. Prenons encore ce second exemple. On sail que si le 
triangle ABC est rectangle en A [fig* lo), et qu'on mine 
AO perpendiculaire sur BC , on a la proportion 

AB»_BO 
AC" "" CO ' 

si le triangle n^est pas rectangle , mais si les c6tes AB et AC 
sont egaux , la m^me proportion a lieu : on demande de 
prouver que ces deux cas sont les seuls ou la proportion en 
question ait lieu. 

A cause de BO = c cos B et CO = b cos C , la proportion 
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donnee peut s'ecrire ainsi : 

c^ ccosB c cos B 

¥^U^' ^" ^~^osC^ 

d) all C SID Li i 

aiileurs ^=r-r— -, done 
6 sm B 

sin C cos B . ^ ^ . « ^ 

-:— - = — ;;-5 oil sin C cos C = sm B cos B, 
sin B cosC 

ou 

sin 2 B = sin 2 C. 

Les angles 2 B et 2 C ont ainsi m^me sinus , et eomme leur 
somme est inferieure a 36o degr^s , ils sent egaux ou sup- 
piemen taires ; on a done 

B=C, ou B4-C=: 90°. 

Dans le premier cas le triangle est isocMe, dans le second il 
est rectangle. 

Applications numeriques. 

138. II convient, dans les applications numeriques, de 
prendre les logarithmes des sinus , cosinus, etc. , tels qu'ils 
se trouvent dans les Tables de Callet , car il sera toujours 
facile de retablir leurs veritables valeurs aux caracteris- 
tiques des logarithmes quW calcule. II n'y a pas lieu, 
d'ailleurs, de redouter les erreurs qu'on commettrait en 
oubliant que certains logarithmes ont ete augmentes de 
10 unites^ car une erreur de 10 unites sur le logarithme 
d'un nombre supprime ou introduit dans ce nombre un 
facteur egal a lo*^, et Ton ne peut manquer de s'ien aper- 
cevoir^ 

Nous allons donner un exemple de Tun des cas de la 
f^solution des triangles rectangles , et un exemple de cha- 
cun des quatrr cas quepresentent les triangles quelconques. 
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t^aEMiER EXEMPLE. — On donue 

A = 90° ; B = 67^ 22' 48", 48 ; « = 589"*, 25 1 ; 

et Von demande de calculer C^ b et c. 

On a d'abord C = 90^ — B= 22^37'ii",52 ; voici le 
type du calcul des c6tes b el c : 



Calcul de b. 


Calcul de c. 


b z= a sinB. 


c — a cosB. 


log a 2,77o3oo3 

log sinB 9,9652375* 


logo 2,77o3oo3 

log cos B ...... . 9,5850267 


log b 2,7355378 

fe — 543% 924. 


log c. 2,3553270 

c — 226^635 



Deuxieme EXEMPLE. — On donne 

A = 8i«47'i2",5; B=: 38»i2'47",5; a = 701^,224; 

et Von demande de calculer C^ b et c. 

On a d'abord C = 180° — A — B = 60** ] voici le type 
du calcul des c6tes b et c : 



Calcul flu c6te b. 



b — 



a sinB 
sin A 



ioga 

comp log sin A. . . 
log sin B 



2,8458568 
0,0044774 
9,7914024 



log^ 

b = 438", 265 



2,6417366 



Calcul du cdte c 
a sinC 



sin A 

log« 

oomp log sin A. . . 
log sin G 



2,8458568 
0,0044774 
9,9375306 



logc 

c=r 6i3'",57i 



2,7878648 
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Troisieme exemple. — On donne 

A= 27"47'44">77; « = 2i9"*,9i2; ^» = 25i",328; 
et Von demande de calculer B, C et c. 

Calcul de V angle B. 
b sin A 



sinB = 



a 



' log A 

corap log a 
log sin A • . 



2,4002409 
7,6577610 
9,6686853 



log sin B 9, 7266772 

11 y a deux solutions : 

B = 32<>i2'i5",2i et B = i47«»47'44",79. 



PRRMliRE SOLUTION. 
B=: 32»l2'l5",2I 



Calcul de I'angle C. 

C= i8o«— A— B. 

i8o« 
A= 27047'44'',77 

B= 32°I2'l5",2l 
C = 120° o' 0",02 



Calcul du cdte c, 
AsinC 






smA 

logtf 2,3422490 

logsinC 9,9375313 

comp log sin A. . . o,33i3i47 

logr 2,61 10950 

c = 408™, 408. 



DEUXI^ME SOLUTION. 

B=i47»47^44",79 

Calcul de I'angle C. 

C= i8o°— A — B. 
i8o« 

B=i47o47'44-,79 

c = 4'>24'3o",44 

Calcul du cdte c, 

AsinC 
sin A 

log a 2^3422490 

log sin .C 8,8857352 

comp log sin A.. o,33i3i47 



logc 1,5592989 

6" =r 36"", 2492. 
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QuATRIEME EXEMPLE. On doTinC 

11 = 424^,096; A = 37 1", 084 ; C = 2i*»47'ia''5; 
et Von demande de calculer A , B etc. 



a — b, . 
a.-h b, . 
iC 



Calcul de Vangle | ( A — - B). 



53,012 
795,180 
io<»53'36",25 



log(a — ^) 1, 7243742 

comp log ( a 4- & ) . . 7 ,0995346 

logcjoijC. .... o,7i568i6 

Iogtaiigi(A— B)... 9,5395904 
i(A— B) = i^»6'23»,75 



HA 



Calcul des angles k et B. 

... 79«6'23",75 
... i9« 6'23",75 

A = 9»>i2'47",5. 

B = 6o». 



B).. 
— B).. 



Calcul du c6te c, 

_ (a 4- b)sm{C 
^ "" cos|(A— B)' 

\og{a-hb) 2,9004654 

log sin I G 9,2764213 

comp log cos |( A — B) . . • . 0,0246099 

\oge 12,2014966 

c = i59'",o36. 
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CiNQuiEME EXEMPLE. — On donfie 

a = 608™, 775; ^1= 1 363", 656; c = 949"689; 

et Von demande de calculer les angles A , B , C^ el la sur- 
face s. 



Calcul preliminaire. 



P = 



a -{- b 



1461,060 



p — a 852,285 

P — ^ 97404 

p — c 511,371 



Calcul de l* angle A. 



tang 



^ V p{p^a) 

|log(/^-^) 0,9942884 

|log(/?— c) 1,3543680 

compjlog (/?—«).. 8,534^076 

coinp|log/7. . . . . 8,4176659 



logtang^A 9,3010299 

i-A.... II»I8'35^75 
A = 22°37'ii",5o 

Calcul de Vangle C. - 
tang^C=y ^^^_^^ 

|log(> — «) ... 1,4652924 

ilog(/? — 6).... 0,9942884 

comp |log (;?-— c) . 8,64563 1 9 

comp|log/>. . . .. 8,4176659 

log tang -jC 9,5228786 

,^C i8«26' 5^85 

C= 36«52'ii'%7o 



logp 3,i646683 

^og (y — « ) 2,93o5849 

log (/i — b) 1 ,9885768 

log (/? — c) 2,7087361 

Calcul de I* angle B. 

I log (/?—«) 1,4652924 

|log(/? — r) 1,3543680 

comp T log (/? — b). 9,0057 1 16 

compjlog/7 8,4176659 



log tang I B.. 

•j-B. • 

B- 



. . . . 0,2430379 
.. 6ooi5'i8",4o 
= i2o°3o'36",8o 



Calcul de la surface, 
\\o^p 1,5823341 

ylog(/? — «)..... 1,4652924 
L\oz{p-b) 0,9942884 

i|og(/> — c) 1,3543680 

log f 5,3962829 

^=r 249o47™%9 



Verification A -4- B 4- C = i8o«. 
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139. Comme exemple de calcul num^rique , nous traite- 
rons encore la question suivante : 

Quel doit Stre le rayon d\m cercle pour que la diffe- 
rence entre un arc de lo metres et sa corde soil plus petite 
que o™,ooi? 

Designons par R , a , c les nombres de mitres contenus 
dans le rayon OM d'un cercle [fig- 6) , dans Tare MN, et 
dans la corde MN respectivement. Abaissons du centre O le 
rayon OA perpendiculaire en P sur MN, et appelons w le 
nombre qui mesure Tangle MOP^ on a (n°M01 , 103) 

arc MA := Rci , MP = Rsin«), 
et ,en multipliant par 2 , 

fl = 2Rw, c=:2.Rsinw, 
d'ou 

a — ^?=r2R(« — sin w). 

Or on a (n*^ 81 ) 



«^ 



o) — sin w <C T" i 

4 



done 

a — c <^ 



R&> 



3 



ou , en mettant -^r au lieu de w • 

2R 



a^ 



^ ibR^ 

Supposons main tenant a = i o 5 pour etre assure que 
a — c est <^ 0,001, il suffit, en vertu de rinegalite prece- 
dente , que Ton ait 



lO' 



-_= o« <o,oo., 



c'est-a-dire 



1 000000 



R'rir Oil > 7; 1 

ID. 



9' 
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OU 

^ ^ lOOO ^ ^ 

R =: OU > — ^ — = OU ]> 25o. 

Ainsi, dans un cercle dont le rayon est ^gal ou superieur 
a 25o metres, la difference entre un arc de lo metres et sa 
corde est plus petite que i millimetre 

Operations sur le terrain, 

140« Nous allons trailer mainienant quelques questions 
qui se presentent frequemment dans la pratique. La solu- 
tion de ces questions exige que Ton mesure d'abord sur le 
terrain cerlaines longueurs el certains angles; on y par- 
vient a Faide d'inslruments qu'il n'entre pas dans notre 
sujet de decrire, et pour lesquels on devra consulter les 
ouvrages speciaux. Nous nous bornerons ici a indiquer les 
mesures qu'il faut prendre dans chacun de ces problemes , 
et les calculs qu'on doit executer ensuite pour achever la 
solution. 

1 41 . Probleme I . — Troui^er la distance (Tun point B 
( fig. lo) a un point A inaccessible. 

On mesurera , a partir du point B, une base BC, et les 
angles ABC et ACB, formes par cette base, avec les rayons 
visuels diriges de B et G vers A : on connaitra alors , dans 
le triangle ABC, un c6te et les deux angles adjacents, et 
Ton calculera le cote AB par la methode du n*^ H5. 

Remarque. — Pour eviter les angles trop aigus, la 
base BC ne doit etre prise n.i trop grande ni trop petite. 

142. Probleme II. — Trou\^er la hauteur d'un point 
au'dessus de Vhorizon, - 

Soil AS [Jig- 16) la hauteur qu'il s'agit de mesurer. Si 
Ton pent approcher du pied A de la verticale AS, on pren- 
dra , sur le terrain suppose de niveau , une base AB que 
Ton mesurera 5 au point B, on placera rinstrument a Taide 
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duquel on visera le point S du point C, on mesurera Tangle 
du rayon visuel CS avec la verlicale C z , lequel est egal a 
Tangle DSC. Si done on imagine DC parallele a AB, on 
connaitra , dans le triangle rectangle CDS, le cot^ CD = AB 
et Tangle aigu CSD; on calculera lecote SD , et , en ajoutant 
AD , qui est egal a la hauteur BC de Tinstrument , on aura 
la hauteur cherchee. 

Si Ton ne pent approcher du pied de la verticale AS , on 
prendra sur le terrain une base BE, on placera Tinstru- 
ment en B , et, comme precedemment , on visera le point S 
du point C ; on mesurera Tangle du rayon visuel CS avec 
la verticale Cz, et celui que forme ce m^me rayon visuel 
avec Thorizontale CF parallele a BE; puis, transportant 
Tinstrument en E, on visera de meme le point S du point 
F) et Ton mesurera Tangle du rayon visuel FS avec CF. On 
connaitra ainsi , dans le triangle CSF, le cote CF = BE et 
les deux angles adjacents *, on pourra done calculer le cote 
SC : alors, dans le triangle rectangle CSD, on connaitra 
Thypotenuse SC et Tangle aigu CSD; on calculera SD, el, 
en ajoutant AD, on aura la hauteur cherchee. 

143. Probleme III. — Trouper la distance de deux 
points inaccessibles , 

Soient A et B [fig* i4 ) i^^ deux points inaccessibles dont 
on veut determiner la distance. 

On mesurera sur le terrain une base CD , et les angles 
ADC , RDC , ACf) ct BCD ; si Jes quatre points A , B , C, D 
sont dans un m^me plan, Tangle ACB est la diiTerence des 
angles ACD et BCD, sinon on devra mesurer directement 
cet angle. Celapose, on connait., dans chacun des triangles 
ACD et BCD, le cote CD et les deux angles adjacents , on 
pourra done calculer les col^s AC et BC; en resolvant en- 
suite le triangle ACB, oii Ton connait les c6tcs AC et 
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BC, ainsi que Tangle compris, on aura la distance cher- 
chee AB. 

Voici le detail du calcul. D^signons par la notation ha- 
bituelle les c6tes ct les angles du triangle ABC , et posons 
en outre CD == d ; on aura , pour determiner log a el log i, 

log flf = log (J 4- log sin BDC -h comp log sin ( BDC H- BCD) — lo, 
log A = log ^ + log sin ADC H- comp log sin (ADC -f- ACD)— lo. 

D n'est pas necessaire, comme on va voir, de ealculer 
les c6les ^ et J, leurs logarithmes suffisent. Resolvons le 
triangle ABC ; on a (n« 119) 

I / » «x o. — b I ^, 
tang- A — B) = r cot- C. 



Soit (f un angle auxiliaire , tel que 



on aura 



o=:a tang (p ou tang ^ = - 5 



langi(A — B)= ?^5lrjotic, 

'^ 2 ^ ^ I -h tang <p 2 ^ 



ou , a cause de tang 45*^ = i , 

" /. «v tang 45" — tang® i^ ,,^ , i^ 

tang-(A-B)= ^^^J^^^g.,J^% ot-C=U.ng(45°-,)cot-C. 

U suit de la que Tangle - (A — B) peut etre calculi par la 
formule 

log tang - ( A — B) = log tang (45" — <p) -h log cot - C , 
2 2 

Tangle auxiliaire (f ayant ete pr^alablement calcule par la 
formule 

log tang f = log b — log «. 
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Connaissant la diiKrence des angles A et B , et, par con- 
sequent, ces angles eux-mfemes, on aura la distance cher- 
ch^e c , par la formulc? 

« sin C , , , . ^ . . 

c = —. — —7 log c = log <« H- log sjn C -f- comp log sin A — ^ lo. 

144. Probleme IV. — Trois jyoints A, B, C (fig. 17) 
sont situes sur un terrain uni, et Von demands d'y retrou- 
^er le point M, d'oii les distances AB et BC ont etc "vues 
sous des angles connus aet S. 

Le point M est a Tintersection des segments capables 
des angles a et 6, construits sur AB et BC respective- 
ment. 

Soient AB = a , BC = & , et prenons pour inconnues les 
angles MAB = x et MCB = j. Les triangles AMB et CMB 
donnent 



d'oi 



et 



sin a sin b 



disinx ^sinj 
sin a sin € 



sin X b sin a 



sin y a sin 6 

Soit (f un angle auxiliaire , tel que 

^sin a 
a sms 



on aura 

sin X 



sin^ 



tang^ 
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d'ou 

sin X — sin j^ tang ^ — i 

sin X -4- sin j^ tang ^ H- i 
ou (n^ 44) 

^^\[^-y) ^ tang y- tang 45- ^^^ / /goA 
lang|(x-hr) i-4-tang(j»tang45« "^^^ 

On a d^ailleurs , en d^signant par co Tangle ABC , 

X -\-y = 36o° — a — 6 — w, 
done 

tang -{x — j) = tang (<j) — 4^°) tang I i8o** j • 

A Taide de cette formule, on calculera Tangle - (x — j^ ) , 

et eomme a: H-j^ est connu , on aura les angles x ^\.y qui 
d^terminent la position du point M. 

Remarque, — Si Tun des facteurs de lang- {x — y^ est 

nul sans que Tautre soit infini , les angles x ety sont egaux 
entre eux. Mais si le second facteur est infini, le premier 

est nul et la valeur de tang - [x — y) se presente sous la 

forme - • On pent verifier que , dans ce cas , le problime est 
effectivementindetermine. En effet, la condition pour que 

tangf 180*' -^ 

soit infinie est que 

c'est-a-dire que le quadrilatere ABCM soit inscriptible 5 par 
consequent, les deux segments capables des angles a et 6 
dont Tintersection determine le point M, coincident. Alor5 
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tang (9 — 45*^) est nuUe. En eflet, taneop = —— : -: — ; 
^ ' ^ ^ sin 6 sin a 

h n 

mais ^—-5 et -; — sont (n^ 107) les diametrcs des cercles 
sin 6 sin a ^ ' 

circonscrits aux triangles ABM et ACM, et puisque ces 

deux cercles coincident , on a tang 9 = 1, par suite y = 45"> 

et tang (9 — 45*^) == o. 

Questions proposees- 

1 . Resoudre un triangle , connaissant la base , la hau- 
teur, et la difli^rence des angles a la base. 

2. Resoudre un triangle , connaissant les trois hauteurs . 

3. Resoudre un triangle, connaissant les rayons des 
cercles exinscrits. 

4. Galculer Taire d'un trapeze dont on connait les 
quatre c6tes. 

5. Construire un triangle equilateral dont les sommets 
reposent sur trois circonferences concentriques , ou sur 
trois droites parall^les situees ou nondans un m^me plan. 

6. Par un point O, pris sur le prolongement du dia- 
metre AB d'un cercle ayant C pour centre, on mene 
une s^cante OMM', et Ton demande de demon trer que 

le produit tang- MCO. tang- M' CO est constant, quelle 

que soit la secante men^e par O {^fig^ 18). 

7. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un m^me 
point , sont coupees par une secante PAQB ; demontrer que 

le rapport p^ • ^ * ^*ie valeur constante {fig- 19). 

8. Quatre plans OP, OA, OQ, OB, menes par une 
meme droite O, sont rencontres par und secante PAQB 5 
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demontrer que le rapport -— : ^ a une valeur - constante 

PB QB 

9. Trouver les surfaces des polygones reguliers de n 
c6t6s inscrit et circonscrit au cercle de rayon r en fonction 
de n et r. En d^duire les relations connues entre les sur- 
faces des polygones reguliers inscrits et circonscrits de n et 



in cotes. 
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LIVRE ClNQUlfiME. * 

TRIGONOM^TRIE SPH^RIQliE. 

Rut de la trigonometrie spherique. — Relations entre les angles et les c6t^s 
d'un triangle spherique. — Methode poor deduire des relations pr^ce- 
dentes celles qui sont relatives aux triangles rectilignes. — Resolution des 
triangles spheriques rectangles. — Resolution des triangles sph^riques 
obliquangles. — Formules de Delambre et de Neper. — Application des 
formules de Meper a la resolution des triangles spheriques. — Resolution 
d'un triangle spherique dont les c6t^ sont tres>petits par rapport an 
rayon de la sphere. — Applications de la trigonometrie spherique. 



Bat de la trigonometrie spherique. 

145. La trigonometrie spherique a pour but la resolu- 
tion des triangles spheriques. Resoudre un triangle sphe- 
rique, c'est calculer les nombres de degres, minutes, etc., 
que contiennent ses cotes et ses angles, quand on a un 
nombre de donnees suffisant pour que le triangle soit de- 
termini. 

Quand on connait les nombres de degres contenus dans 
les cotes d*un triangle spherique, on trouve facilement , si 
Ton en a besoin (n*^ 86) , les rapports de ces c6tes au rayon 
de la sphere. 

j\ous ne considerons que les triangles spheriques dont 
les cdtes sont moindres que 1 80 degres, en sorte que si 
ABC (Jig- 20) est un triangle spherique trace sur une 
sphere dont le centre est O, en joignant ce point O aux 
trois sommets , on formera un angle tri^dre dont les angles 
plans et les angles diidres seront mesures par les m6mes 
nombres (n°i01) que les cdtfe et les angles du triangle 
spherique., pourvu qu'on prenne pour unite le rayon de la 
sphere. 
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Nous designerons toujours, dans ce liv.re , par A , B , C 
les nombres de degres conteuus dans les angles d'uu trian- 
gle , et par a , 6 , c les nombres de degres contenus rcspec- 
tivement dans les c6tesop poses. 

Relations entre les angles et les cotes d*itn triangle 

spherique, 

146. Relations entre les trois cotes et un angle, — Soil 
ABC {fig- 20) un triangle spberique trace sur une sphere 
quelconque dont le centre est en O , et dont nous prenons 
le rayon pour unite. Nous supposcrons que les c6tes b et c 
sont moindres chacun que 90 degres. Joignons le centre O 
aux trois sommets, et menons aux arcs AB, AC, les tan- 
gentes AD, AE qui rencontrent en D et E respeclivemenl 
les rayons OB et OC prolong^s. On a 

AD = tang c , OD 3= sec c , AE = tang b , OE = sec b , 

et 

DAErrrA, DOE = fl. 

Cela pos(§ , les triangles DAE et DOE donnent 
DE ~ AD^ V AE"— 2 ad AE cos DAE , 



DE = OD H- OE — 2OD.OECOS DOE, 
d*ou , en retranchant ces egalites Tune de Tautre , 

(OD — ad) -h (oe'-~ Ae') — 2OD.OECOSDOE 

2AD.AEcosDAE = o, 



ou, en remarquant que OD — AD = OE — AE = i , et 
divisant par 2, 

I — sec b sec c cos a -H tang /; tang c cos A = o. 
Mais 



,1 I 

sec O := r 9 sec c = 



cos b COS c 

, sin b sin c 

tanc b = 7 t lane c =: - 

cos b a 



cose 
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on a done 

cos a sin b sin v cos A 
I 1 . _- o, 

cos b cos c cos b cos c 

ou 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A . 

Telle est la relation qui existe entre Tangle A et les irois 
c6tes. 

147. Nous avons suppose, dans la deitionstration prece- 
dente, que les coles i et c sont moindres que 90 degres, 
m^is la formule irouvee est generale. 

En effet, supposons d'abord (^g". 21) c^po**, mais 
b <^ 90°, et prolongeons les arcs de grands cercles AB et BC 
jusqu'a leur rencontre en B'; en faisant AB' = c', CB'== a', 
le triangle AB'C donne 

cos a' = cos b cos c' ■+- sin ^ sin c' cos B'AC , 

car les cotes c' et b sont moindres que 90 degres. En rem- 

p1a9ant a\ c' et B'AC par leurs valeurs 180° — a , 180° — c , . 

1 80° — A , et chaugeant les signes des deux membres , il 

vient 

cos a = cos b cos c •+■ sin b sin c cos A , 

ce qui est la relation du n** 146. 

Supposons maintenant b ^ 90° et c ^ 90^ 5 prolongeons 
[Jig' 22) les c6tes AB et AC jusqu a leur rencontre en A': 
en faisant A'C = i', A'B = c\ le triangle A' BC donne 

cos a = cos b' cos c' + sin b' sin c' cos A', 

et, en remplagant b\ d et A' par leurs valeurs 180^ — b , 
180** — c, A , il vient 

cos a = cos b cos c -f- sin ^ sin c cos A , 

ce qui est encore la relation du n^ 146. 

Enfin cette relation est vraie encore, si I'un des cotes b 
et c , ou tous^ deux , sont egaux a 90 degies. Si les coles b 
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et c sont tous deux egaux a 90 degres , elle devient 

cos a = cos A ; 

et cette egalite est evidente , car, le point A etant le pole du 
c6te BC , on a A = «. 

Supposons done que le c6te c seul soit egal a 90 degres ^ 
prenons sur Tare AC (fig- ^3) AD = 90**, et menons i'arc 
de grand cercle BD. Si BD = 90°, le point B est le pole de 
I'arc AC ; on a done h la fois a = 90^, b = 90**, et aussi 
A = 90°, car le triangle ABD est tri rectangle: alors la re- 
lation du n** 146 se reduit a Fidentit^ = 0. Si BD est 
difl^^rent de 90**, le triangle BDC donne 

cos a = cos CD cos BD + sin CD sin BD cos CDB : 

d'ailleurs 

cos CDB = o , cosCD = coszh (90 — b) = smby cos BD = cos A ; 

on a done 

cos a = sija b cos A. 

Or c'est precisement a cette formule que se reduit celle 
du n° 446 quand oh y fait Thypothise c = 90°. Cette der- 
niere est done demon tree dans tous les cas. 

148. De la formule qu'on vient d^elablir on en d^duit 
deux autres semblables par de simples changements de 
lettres. On a done les trois relations 

Scos a = cos b cos r 4- sin ^ sin c cos A , 
cos b = cos a cos c -f- din a sin c cos B , 
f cos c = cos a cos 6 4- sin a sin b cos C, 

qu^on doit regarder comme les formules fondamentales de 
la trigonometric spherique. II ne saurait , en elTet , en 
exister une autre distincte de celles-la -, car, autremcnt, en 
eliminant les angles A , B, C, a Taide des formules (1) , on 
aurait une relation non identique entre les trois c6tes, ce 
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qui est absurde. Mais on peut, des relations (i) , en de- 
duire plusieurs autres qu'il est indispensable de connaitre. 

149. Relations entre deux cotes et les deux angles 
opposes, — Pour avoir une relation entre les c6t^s a^ b et. 
les angles A et B, il suffit d'^liminer c entre les deux pre- 
mieres des equations (i) \ mais on parvient plus simplemeiit 
au r^sultat en operant de la mani^re suivante. 

La premiire des ^nations (i) donne 

cos a — cos b cos c 

cos A =r : — r—. > 

sin sin c 

d'ou 

. , , , ^ sin* b sin' c — { cos a — cos b cos cY 

sm' A = I — cos' A = . . . , - 

sin' b sin' c 



(I 


— cos' b) (i — cos'c) — (cos^ — cos b cos ry 




sin' b sin' c 


1 


— cos' c — cos' b — cos' /7 -4- 2 cos a cos b cos c 



quent , 



sin' b sin' c 
et , par consequent , 

sin' A 1 — cos' c — cos' b — cos' « -4- 2 cos a cos b cos c 
sin' a sin' a sin' b sin' c 

* 2 A 

Cette valeur de . ^ ne change pas quand on y change 

les lettres a , i , c les unes dans les autres , et , par conse- 

on a 

sin' A sin' B sin' C 

sin- a sin' b sin' c 

enfin, comme les angles et les cotes d'un triangle sont 
moindres que i8o^, on a 

, ^ sin A sin B sin C 

(2) -: = - — J- = -: ' 

^ ' Sin a sin 6 sin c 

ce qui exprimeque dans tout triangle spherique, les sinus 
des angles sont proportionnels aux sinus des c6l.es op- 
poses. 
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150. Relations entre deux cdtes, I 'angle compris par 
ces cdtes et l' angle opposed Tun d^eux, — Pourobtenir 
une relation entre les c6t^s a , & et les angles A et G , il 
suffit d'eliminer c entre la premiere et la derniere des re- 
lations (i); on simplifie Telimination en faisant usage des 
formules (2). 

En eliminant cos c entre la premiere et la derniire des 
equations (1) , on trouve 

cos a = cos a cos' 6 + sin a sin b cos b cos C + sin 6 sin c cos A ; 

en faisant passer cos a cos* b dans le premier nombre, 
rempla9ant i — cos' b par sin* b et diylsant ensuite par 
sin a $in b , il vient 

. , L r^ sine cos A 

cot a sin = cos b cos C 4 ; » 

sin a 

J sin c sin G ., . 
et, a cause de.-^ — = -: — -» 11 vient 

sin a sin A 

cot a sin 6 = cos b cos C + sin G cot A; 

c^est la relation qu'il fallait obtenir. 

On en deduit cinq autres semblables par de simples chan- 
gements de lettres, et Ton a en resume les six Equations 
suivantes : 

/ cot a sin ^ = cos b cos G -f- sin G cot A , 
cot ^ sin a = cos a cos G + sin G cot B , 
cot fl sin c =r cos c cos B -4- sin B cot A, 
cotcsina = cosacosB + sinBcotG, 
cot ^ sin c z=: cos c cos A + sin A cot B ,1 
cot c sin ^ = cos b cos A + sin A cot G. 



(3) 



151. Relations entre un c6te et les trots angles, — On 
obtiendrait une relation entre a , A , B , C , en eliminant h 
et c des equations (i) , mais on y arrive plus simplement en 
faisant usage du triangle polaire ou supplementaire. Soient 
A', B', C les angles et a\ b'^ c' les cotes du triangle sup- 
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plementairc da propose*, on a 

cos a! = cos h' cos c' 4- sin h' sin c' cos A'. 

Remplafant a\ i', c\ h! par leurs valeurs i8o*^ — A, 
180** — B, 180° — C, 180^ — a, et cLangeant les signes 
des deux membres , il vient 

cosA = — cos B cos G + sin B sin G cos a. 
On deduit de la les trois nouvelles relations 

icos A = — cos B cos C -h sin B sin C cos a , 
cos B = — cos A cos G -h sin A sin G cos b^ 
cos G = — cos A cos B 4- sin A sin B cos c. 

152. Cas particulier des triangles rectangles. — Les 
angles aigus ou obtus d'un triangle sph^rique sent appeles 
angles obliques. Lorsqu'un triangle sph^rique n'a qu'un 
seal angle droit, le c6te oppose s'appelle hypotenuse. 

En faisant Thypothese A = 90^ dans eelles des rela- 
tions (i),(2), (3) J (4) qui contiennent Tangle A 5 on ob- 
tient les suivantes , qui sont particulieres aux triangles rec- 
tangles : 

(5) cos a =2 cos b cos c ; 



(6) { 



(7) 



sin ^ = sin a sin B , 
sin c = sin ^ sin G ; 

tang b = tang a cos G , 
tangc =: tang a cos B, 
tang ^ = sin c tang B , 
tang<: = sin b tang G ; 



cos a = col B cot G , 
(8) J cos B = cos ^ sin G , 

cos G = cos c sin B. 

L'^quation (5 ) exprime que : 

Dans un triangle spherique rectangle^ le cosinus de 

10 
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lliYpotenuse est egal aii produit des cosiiius des deux 
autres cotes. 

U en resulte que les cosinus des trois cotes sont positifs , 
ou que deux d'entre eux sont negatifs \ par consequent , 

Dans tout triangle rectangle, les trois cotes sont 
moindres que 90 degres , ou bien un senl de ces cotes est 
moindre que 90 degres 

Les equations (6) expriment que : 

Dans tout triangle spherique rectangle , le sinus de Vun 
des cdtes de l' angle droit est egal au sinus de rhypote- 
nuse multiplie par le sinus de I * angle oppose, 

Les deux premieres equations (7) expriment que : 
Dans tout triangle spherique rectangle , la tangente de 
Vun des cotes de V angle droit est egale a la tangente de 
Vhypotenuse multipliee par le cosinus de V angle ad- 
jacent, 

Les deux.dernieres des equations (5) expriment que ; 

Dans tout triangle spherique rectangle , la tangente de 
Vun des cotes de V angle droit est egal au sinus' de V autre 
cotjey multiplie par la tangente de V angle oppose au pre- 
mier cote, 

11 en resulte que la tangente d'un angle pblique est de 
meme signe que la tangente du cote oppose \ par consequent, 
ce cot^ et cet angle sont de meme espece, c'est-a-dire qu'ils 
sont tous deux plus grands ou plus petits que 90 degres. 

La premiere des equations (8) exprimeque : 

Dans tout triangle spherique rectangle , le cosinus de 

Vhypotenuse est egal au produit des cotangentes des 

deux angles obliques, 

Les deux dernieres equations (8) expriment que : 
Dans tout triangle spherique rectangle y le cosinus d 'un 

angle oblique est egalau cosinus du cote oppose, midliplie 

par le sinus du second angle oblique. 
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Methode pour deduire des relations precedentes celles qui 
sont relates aux triangles rectdignes. 

ilS5. II se presente des questions ou il est necessaire de consi- 
derer les relations qui existent en I re les longueurs des c6tes d'un 
triangle spherique et les angles. 

Laissons indeterminee, pour plus de generalite, Punite lineaire, 
ct soient a, 6, 7 etR les nombres qui mesurent les c6tes d'un 
triangle spherique , et le rayon de la sphere sur laquelle il est 
trace. Si Ton eut pris le rayon de la sphere pour unite, les cotes 

ot o *y , 

eussentete representes par tr» 5"' ^5 ^^ suffit done de remplacer 

R Iv Iv 

les lettres a, b^c par ces fractions dans celles des formules prece- 
dentes qu'on a besoin de considerer [* ]. 

En particulier , si Ton veut deduire les formules de la trigono- 
metric rectiligne de celles de la trigonometric spherique , il suffira 

de remplacer dans ces dernieres a, by c par --> — ? ~- ? et de cher- 

R K R 

cher ce qu^elles deviennent lorsque a, 6, 7 restant constants , R 

devient infini. Nous allons faire Tapplication de ce qui precede 

aux formules (i) et (2) , mais rappelons d'abord un resultat obtenu 

au n° 85 , et dont nous avons besoin. 

On a vu que , x designant un arc'compris entre o et -? on a 



x' 



sin ^ -<] X et sinxy> X — ^j 

X* X* X* 

cos X "> I et cos X K^ I 1 7 : 

"^2 2 24 

si done on designe par G et ^ deux fractions dont la valeur depend 
de X y mais qui sont toujours comprises , la premiere entre o et | , 



[*] On arrive a la m^me conclusion en remarqaant que si Ton imagine 
un triangle semblable au propose sur la sphere de rayon i , les c<Mes de ce 

second triangle ont pour longueurs -9 ^ > » > ®^ ren ferment d'ailleurs les 

MX\ MX a, 

m^mes nombres a » & , c de degres que le propose. 

10. 
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la secondc enlre o €t ^ , on peut poser 

sin:c = X — Bx-, 



x'- 



2 

Considerons maintenant la forraule 

sin a sin b 

sin A sin B " 
g • 

en metlant =-? ^ au lieu de a et b, il vienr 

.a .6 

siD- sm- 



sin A sin B 



ou , en designant par 8 et G' deux fractions comprises en*pe o el | ^ 

e — 0'-- 

R R^ _R R^ 

sin A sin B 

ou 

sin A sin B 

Faisant R = oo , il vient 



a 



g 



sin A sin B 

ce qui est la formule fondamentale de la trigonometric rectiligne. 
Considerons encore la formule 

cos a = cos b cos c -f- sin ^ sin c cos A, 
ou 

a 6 7 .6.7 . 

cos --- = cos "^.cos K- -4- sm — sm - cos A ; 
R R R R R 

on en deduit, en designant par ^, V, Y des fractions inferieures 
a Yj , et par 6 , 9' des fractions inferieures a 7, 

' E R' / \R R' / 
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Effectuant les operations indiquees dans le second merabre , 
supprimant t*unite dans chaque membre, luultipliant tout par R' 
et faisant ensuite R = oo , il vient 

a'=6'-4-7' — 2 67 cos A, 

qui est la relation entre trois cotes et un angle d'un triangle ror- 
tilignc. 

Resolution des triangles spheriqiies rectangles, 

154. Un triangle spherique pent ^tre birectangle ou 
m6mc trirectangle. Dans le premier cas, deux c6tes sent 
egaux a 90 degres,, et le troisieme c6te est ^gal a Tangle 
oppose. Dans le second cas , les trois c6tes sont egaux a 
90 degres. Les triangles de cette espece ne peuvcnt done 
donner lieu a aucun probl^ine. 

La resolution des triangles qui ont un scul angle droit 
presente six cas distincts que nous allons traiter, mais 
nous avons, auparavant, une remarque iraportante i faire. 

Lorsqu'un cot^ ou un angle d'un triangle spherique 
est donne par son cosinus, sa tangente ou sa cotangente , 
sa valeur est determinee ^ car ce c6te ou cet angle est com- 
pris entre o et 180 degres, Mais s'il est donne par son 
sinus , il n'est pas enti&rement determine ; car a un sinus 
donne correspondent deux arcs ou deux angles supplemen- 
tal res. 

155. Premier cas. — Etant donnes I' hypotenuse a et 
un cote b de V angle droit y calculer le troisieme cote c et 
les deux angles obliques B et C. 

L'equation (5) donne, pour calculer c, 

cos a 

cos c = r : 

cos P 

et, pour calculer B ct C, la premiere des equations (6) et 
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la premiere des ^uations (7) donnent 

, ^ sin b ^ tang b 

sm B = -, — , c6s C = — 2 — 
sm a tang a 

Remarque. — Le probleme n'a qu'une solution , bien 
que I'angle B soit donne par son sinus; car on sail que B 
et b sont de m&me espece (n° 152). 

156. Deuxieme cas. — Etant donnes les deux cotes b 
et c de r angle droit, calculer V hypotenuse a et les deux 
angles obliques B et C. 

L'equation (5) donne, pour calculer a, 

cos a = cos b cos c , 

et, pour calculer les angles B et C, les deux demieres equa- 
tions (7) donnent 



_ tang b ^ tai 

tang B =r . . ^ , iangC=-^ 



tang"c 



sin c ^ sin b 

157. Troisieme cas. — tltant donnes r hypotenuse a et 
V angle oblique B, calculer le deuxikme angle C, et les 
deux cdtes b et c de V angle droit. 

La premiere equation (6) , la deuxifeme equation {7) et 

la premiere ^nation (8) donnent 

. » . . « « ^ cotB 

sm o =: sma sm B , tang c = tang a cos B , tang C = 



cos a 



Remarque. — Le probleme n'a qu'une solution ; car la 
seule inconnue b qui soit donnee par son sinus est de 
m^me espece que Tangle donne B. 

158. Quatrieme cas. — Etant donnes un cSte b de 
I'angle droit et I'angle oppose B , calculer les cdtes a 
et Cy ainsi que I'angle C. 

La premiire equation (6) , la troisieme ^nation (7) et 
la deuxieme equation (8) donnent 



sm b tanc b . ^ cos B 

sm a =r -: — - sm c.z= — ^ , sm C = r ' 

sm B tang B cos 6 



LIYHE ClliQilEME. l5l 

Discussion. — Les irois inconnues a, c et ^sont don- 
nees par leur sinus , en sorte que chacune d'elles est suscep- 
tible de deux valeurs supplementaire^. U imporle done 
d'examiner les valeurs qu'il faut prendre ensemble. 

D'abord , si i = B , on a 

sin a = sin c = sin C = I , a = c = C = 90® , 

et le triangle est birectangle. Supposons done b different 
de B. • 

i^. Si b est <[ 90^, il faut , pour que le probleme soit 
possible , que B soit aussi <^ 90*^, et qu'on ait i <^ B. Sup- 
posons cette condition remplie :- cos b etant positif , I'^ua- 
tion cos a = cos b cos c montre que a et c sont de m^me 
espece', c et C sont d'ailleurs aussi de meme cspice. Si done 
on designe par a', c' et C ' les valeurs inferf cures a 90 degres 
que les Tables font connaitre pour a , c et C , on aura ces 
deux solutions : 

fl=i8o« — a', c=i8o« — c', C = i8o« — C. 

2°. Si b est > 90°, il faut, pour que le problimc 
soit possible J qu'on ait B>96^ et i ^ B. Supposons 
cette condition remplie : cos 6 etant negatif, I'equation 
cos a = cos b cos c montre que a et c sont d'especes diffe- 
rentes; et, comme c et C sont de m^me espice, en d^i- 
gnant toujours par a\ c' et C les valeurs de a, c et C que 
Jes Tables font connaitre , on aura ces deux solutions : 

/l=fl', <:=:i8o° — c', C=i8o*>— C, 

a = i8o*» — «', c = c', C = C. 

Remarque. — II est facile de voir, a priori , qu'en ex- 
ceptant le cas de i =^B, le probleme admetdeux solutions 
lorsqu'il est possible. Supposons, en effet, que le triangle 
ABC, rectangle en A (Jig* 21), satisfa^se a la question, 
ot prolongeons les cotes A13 et BC jusqu'a leur rencontre 
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en B'; on formera un second triangle rectangle AB'C qui 
satisfera aussi a la question. 

159. CiNQuiEME CAS. — Etant donnes le cdte b et V angle 
adjacent C , calculer V angle B et les deux cotes b et c. 

La premiere et la quatrieme des equations ( 7 ) donnent ^ 
pour calculer a et c , 

tang^ . , ^ 

tang a = — ^ 5 tang c = sm c» tang C ; 

cos K4 

et la deuxi^me Equation (8) donne , pour calculer B , 

cos B = cos b sin C. 

160. SixiEME CAS. — Etant donnes les deux angles 
obliques B et C , calculer les trois cotes a, b ^ c. 

Les formules (8) donnent 

^ , cos B cos C 

cos a = cot B cot G« cos b = -: — - t cos c = —, — — • 

sm C sin B 

161. II y a une precaution a prendre avant d'appliquer 
le calcul des logarithraes aux difFerents cas que nous venous 
de traiter. Voici en quoi elle consiste : si Tangle ou Tare 
qu'on veut calculer est donn^ par son cosinus ou sa tan- 
gente , et que la valeur de ce cosinus ou de cette tangente 
soit negative, on calculera a sa place Tangle supplemen- 
taire qui a ', au signe pres , m^me cosinus et m^me tangente. 

Resolution des triangles spheriques obliquangles. 

162. La resolution d'un triangle obliquangle pent quel- 
quefois 6tre ramenee a celle d'un triangle rectangle. 

1^. Si parmi les elements donnes se trouve un c6te egal 
a 90 degres , le triangle supplementaire du propose est rec- 
tangle ] on resoudra ce dernier, dans lequel on connait deux 
elements outre Tangle droit 5 on en deduira ensuite les ele- 
ments inconnus du triangle propose. 
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2^. Si parmi les elements doniies se trouvent deux cotes 
^gaux a et ft , ou deux augles egaux A et B , la perpendicu- 
laire CD {fig* 24) abaissee du sommet C sur le c6te AB, 
partagera le triangle ABC en deux triangles rectangles 
egaux dans toutes leurs parties. On resoudra le triangle 
rectangle ACD ou Ton connait deux elements outre Tangle 
droit, et Ton aura immediatement les elements inconnus du 
triangle propose. 

3^. Si parmi les elements donnes se trouvent deux cotes 
£2 et ft ou deux angles A et B dont la somme est egale 
a 180 degres, en prolongeant les c6tes a et c jusqu'a leur 
rencontre en R' [fig* 21), on formera un triangle AB'C 
dans lequel deux c6tes ou deux angles seront egaux. La 
resolution du triangle AB'C se ramene, comme on I'a vu, 
a celle d'un triangle rectangle 5 elle entraine d'ailleurs celle 
du propose. 

Dans chacun de ces cas , on peut ainsi eviter de recourir 
a la methode generate que nous allons exposer. 

La resolution des triangles spheriques offre six cas dis- 
tincts. 

163. Premier cas. — Etant donnes les trois cotes a^ ft, c, 
calculer les trois angles A, B, C. 

L' angle A est determine par la formule 

cos a = cos b cos c 4- sin ^ sin c cos A ; 

d'ou Ton tire 

cos a — cos b cos c 

cos A = : — ; — : • 

sm sm c 

Cette formule n'estpas calculable par logarithmes, mais 
on peut en deduire d'autres qui le sont. Remplacons cos A 
par la valeur precedenle dans les formules 



• I * /i — cos A , . / 

sm ^ A = 1/ > cos 7 A = i/ - 



cos A 
> 
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il vient 
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ilD^A 



-\/ 



>ijiA$iiic-i-c«-*&co»c — co»a - /cos^i — c) — cos<i 



■2tinb HOC 



-v- 



Qsin&siac 



C0S|A=: 



v^ 



cos« — COS 6 cose -I- bin & sine ^ fcosa — cos^t-Hc} 



1 sio h sin c 



-\/^ 



3 sin fr sin c 



v^ 
v^ 



a — b-^-e , a-{-b — ( 
sin sin 



SID b sin c 



sin sin. 

a -2 



sin b sin e 



ou , en designant par a p le perimelre a + & + c , 



COS 



TA=y/ 



sin 6 sin c 

sin /? sin |/> — a) 
sin 6 sin r 



enfin , en di visant ces denx formules Tune par rauti*e , on 
obtient la suivante : 



tang 



y SI 



(y, — ^) sin {/? — r) 



sin p sin (/? — a) 

Dans ces trois formules , le radical doit eire pris positi- 
vemeat, parce que les lignes trigonom^triqu^es de Tangle 
aigu J A sont toutes positives. Chacune d^elles est calculable 
par logaritbmes. Oii en deduit, par de simples changements 
de leltres , trois autres semblables pour calculer Tangle B 
ct trois pour calculer Tangle C. 

Si Ton doit calculer les trois angles , il convient d'em- 
plojer la troisieme formule et les deux autres semblables , 
parce qu'on n'aura , de cette fa9on , que quatre logaritbmes 
a chercber. 

Remarque. — Pour qu'un triangle soit possible avec les 
cdt^s donnes a , i , c , il faut et il suffit que cbacun de ces 
c6tes soit moindre que la sDmmc des deux autres , el que 
leur somme soit inferieure a 36o degres. On retrouve ces 
conditions en cberchant dans quel cas la valeur precedente 
de tang j A est reelle , ou dans quels cas les valeurs de 
sin {Act do cos 7 A sont reel les et moindres que i. Nous 
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n'entrerons pas dans Ics details de cette discussion , mais 
nous engageons le lecteur a la faire lui-m&me.. 

164. Deuxieme CAS. — Etant donnes deux cdtes a et by 
ainsi que V angle A oppose h I'un d'eux, calculer le cdte 
c et les angles B et C. 

On calculera Tangle B par la formule 

. ^ sin 6 sin A 

sinBr=: • 

sin a 

On obtiendra ensuite le c6te c a Taide de la formule 

cos a = cos b cos c H- sin ^ sin c cos A 

= cos ft (cosr H- tang 6 cos A sin c) ; 

pour cela, on calculera, comme aun^99, un angle auxi- 
liaire y, tel que 

tang tf = tang h cos A. 

On pent prendre Tangle (f entre o et 90 degres ou entre 
90 et 180 degres, suivant que tang b cos A est positif ou 
negatif. D'apr^s cela , il vient 

cos a = cos b ( cos-f -+- tang ^ sin c ) , 

cos b'. ... 

= (cosccoso + sini;sin o), 

cos^ ^ ^ ^' 

cos b , . 

cos y ^ 
d'ou 

, , cos a cos 9 

COS(c--<J>) = 7— • 

^ ^ COS b 

Cette formule fait connaitre c — (p, et, par suite, c, 

Le c6l^ c ^tant connu , on pourrait calculer Tangle C par 

la formule 

. _ sin c sin A 

Sin C = — : ; 

sin a 

mais si Ton veut obtenir directeraent C, on fera usage de la 
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iormule 

col asin b=z cos b cos C -h cot A sin C. 

On calculera un angle auxiliaire ^ compris cntre o ct 
180 degres, et tel que 

cot A 
tang lu = r : 

^ ' €OSb 

on aura alors 

cot fl sin ft = cos b (cos C -f- tang \|» sin C) 

cos ft 

cos^ 
dou 

cos (C — t') = cot a tang ft cos '^, 

Cette formule fera couuaitre C — ^ el, par suite, C. 

165. L'introduclion des angles auxiliaires (p el <p doul 
nous avonsfail usage, revienta decomposer le triangle ABC 
(/ig' 24) en deux triangles rectangles, par une perpendi- 
culaire CD = A. En effet, designons par (f Tare AD, et 
par ij/ Tangle ACD ; le triangle rectangle ACD donne 

/ . , cos ft 
tang 9 = tane ft cos A , cos A = ? 

° cos <p 

puis le triangle BCD donne 

. . cos a cos a cos y 

COS(c— tf)= 7= J— i-. 

cos n cos ft 

L'angle 9 est done le meme que celui designe par la m^me 
let Ire au n*^ 164. 

De m^me , pour trouver C , on a , dans le triangle ACD , 

cot '^ = cos ft tang A , tang h = cos >[/ tang ft , 

et , dans le triangle BCD , 

cos ( C — ^^ ) = cot a tang h = cot a tang ft cos >p , 

dou Ton conclut que Tangle ip est le memc que celui du 
nM64. 
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Nous avons suppose que le pied D de la perpendiculaire 
AD tombe entre A et B ; il peut en ^tre autrement ( jfig, aS ) . 
Le point D, situe, dans tous les cas, sur la demi-circonfe- 
rence ABA, peut tomber entre Bet A'; mais, dans ce cas, 
il n'y a d'autre changement a faire que celui dec — cp et 
C — cp en y — c ei ^ — C , et Ton voit que les formules 
precedentes ne changent pas, puisque les angles c — oei 
C — dt n'entrent que par leurs cosinus* 

166. Discussion, — Reprenons les formules 

. ^ sin ^ sin A 

sm B = ; 5 

sin a 
, , cos a cos o 

cos (c — cp) = — -^, 

cos 

COS (C — i{/)=:cota tang b cos i|^ ; 

il faut, pour que le probleme soil possible, que les seconds 
membres soient compris entre — i et -+- i . Supposons cettc 
condition remplie. Les Tables feront connaitre pour B une 
valeur M comprise entre o et 90 degres , et pour c — (f 
et C — (|;, des valeurs N et P comprises entre o et 
180 degres 5 mais on satisfera aussi aux equations prer 
cedentes, en prenant B = 180** — M, c — o = — N, 
C — ^ = — P. Et , en eflfet, il peut y avoir deux solutions. 
Nous reviendrons plus loin sur la discussion de ce pro- 
bleme; mais nous croyons devoir montrer des a present 
comment on peut determiner , dans cbaque cas , les valeurs 
de B, C et c, qu'il faut prendre simultanement. On voit, 
par \es fig. 24 et aS, que les differences c — <p et C — ^ 
sont toujours de mfeme signe; on devra done prendre 

c = (p 4- N avec C — i^-hP, 

et 

c = cp — N avec C = \|; — P. 

Voyons quelle valeur de B il faut choisir dans chacun de 
ces cas. 
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Si Ton prend c = (p -f- N , on est dans le cas de \^fig- ^4 ^ 
le pied de la perpendiculaire pD est entre A et B ; alors les 
angles A et B , dans les triangles rectangles ACD et BCD , 
sont tons deux de m^me espece que le e6te CD. On devra 
done prendre 

B=:M ou B = i8o« — M, 

suivant que Tangle donn^ A sera aigu ou obtus. 

Si Ton prend c = y — N, on est dans le cas de latjig. aS ; 
alors dans le triangle rectangle CAD Tangle A est de m^me 
espece que CD, tandis que dans le triangle CBD, CD est 
de m^me espfece que Tangle CBD, et, par consequent, d'es- 
pece differente de B. Les angles A et B sont done d'espfeces 
difl^rentes, et, par consequent, on devra prendre 

B=ri8o° — M ou B = M, 

suivant que Tangle donne A sera aigu ou obtus. 

Cbacune des deux solutions qu'on vient de considerer 
cessera d'exister, si la valeur de c ou de C qui lui corres- 
pond est negative ou superieure a i8o degres. 

167. TaoisiEME CAS. — Etant donnes les deux cotes a 
et b ainsi que V angle compris C, calculer le troisieme 
cote c et les angles A ef B. * - 

On calculera le c6te c par la formule 

COS c = cos a cos b -{- sm a sin b cos C 

= COS a (cos b -\- s\n b tang a cos C). 

Pour cela , on determinera.un angle auxiliaire ^, tel que 

tang <p = tang a cos C ; 
il vient alors 

COS c = cos a ( cos b -h tang op sin ^ ) 

cos a cos [b — y ) 
cos^ 

formule calculable par logarithmes. Cherchons main tenant 
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Tangle A. On a 



cot a sinb :=z cos b cos C -+- sin C col A ; 
on 

col a sin b — cos b cos C 



d' -^ 



cot A = 



sin C 



.^ [cot a . , • \ 

=r= cot C I Sin b — cos b | ? 

\cosC / 

= cot C (cot (f sin b — cos A) , 

cot Csin (b — 9) 

cos <p ' 

(f etant Tangle auxiliaire deja employe. Pour calculer B , 
on trouverait de m^me la formule 

^ cot C sin f « — ^) 

cot B = ^ ^ , 

cos \p 

Tangle auxiliaire ']/ etant determine par 1' Equation 

lang ^ = tang b cos C. 

Remarque, -r- L'introduclion des angles auxiliaires y et ^j; 
revient a decomposer le triangle en deux triangles rec- 
tangles, 1° par une perpendiculaire abaiss^e de A sur BC; 
2® par une perpendiculaire abaissee de B sur AC. 

168. QuATRiEME CAS. — £tant donnes le cote c et les 
deux angles adjacents A ef B , calculer I ^ angle C et les 
cdtes a et b. 

Pour calculer C , on se servira de la formule 

cos C = — cos A cos B -h sin A sinB cos c 
== cos A ( — cosB -\- sin B tang A cose). 

Soit (f un angle auxiliaire , tel que 

cot <p = tang A cos c ; 

on aura 

cosC = cos A ( — cos B 4- sin B cot ^) , 
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OU 

^ COS A sin(B — 9) 

COS C = ;— ^^ ~ 5 

smo) 

formule calculable par logarithmes. 
Le c6l^ a s'obtiendra par la formule 

cot « sin c = cos c cos B -j- sin B cot A 

/ »» • « cot A' 

=: cos c cos B -4- sm B 

\ cose 

=: COS c { COS B + sin B tang <j> ) 

COS c cos ( B — 9 ) 

cosy 



d'ou Ton tire 



cot c cos ( B — © ) 

cot a =z ^ ^-' 



cos© 



xf designant le meme angle auxiliaire deja employe. On 
trouverait de meme , pour calculer le c6t^ i, 



cot c cos ( A 

cot b = V 

COS^p 



r^ 



^ etant un angle determine par la formule 

cot tj/ = tang B cos c. 

169. CiNQuiEME CAS. — Etant donnes deux angles 
A et B, ainsi que le cdte a oppose h Vun d^euXy calcU'^ 
ler V angle C* et les cotes b et c. 

Le c6te b s'obliendra par la formule 

. , sin^sinB 

sm b = : • 

sin A 

Pour irouver Tangle C , on emploiera la formule 

cos A = — cos B cos C -h sin B sin C cos a 

=z cos B ( — cos C -f- sin C tang B cos a). 

Soil un angle auxiliaire ^^ tel que 

■v 

cot it = tangB cos^; 
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il vieiit 

COS A = COS B ( — COS C -f- sin C cot •]/) 

cosB sin(C — ^) 

— ; — ; 5 

Slllif 

d'ou 

cos A sin 4/ 

sinfC — 1^) = ~~- 

^ ^^ cosB 

Pour calculer le c6te c , on se servira de la formule 
cot cr sin c =r cos c cos B -f- sin B cot A , 

d'ou resulte 

cot a . « . 

sin c — cos c =. tani^B cot A. 

cosB ^ 

Soil (f uii angle auxiliaire, tel que 





cot« 


on aura 


4 




cot cp sin c — cos c = lang B cot A , 


ou 






sin (r — ^) . — tang B cot A sin y. 



Remarque. — Ce cas, comme le d^uxieme^ pent ad- 
metlre deux solutions. La discussion est identiquement 
la m^me. 

170. SixiEME CAS. — Etant do fines les tvois angles 
A, B, C, calculer les trois cdtes a, t, c. 
Le c6te a est determine par Tequation 

cos A =: — cos B cos C -h sin B sin C cos a, 

qui donne 

cos A -{- cosB cosC 

cos a = • T> ' n 

sm B sm C 

1 1 
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On deduit de la 



sini« = 4 / sinBsinC — cosBcosC — cosA _ /—cos A — cos(B-hC) 
2 V 2smBsinG '^\ 2 sin B sin C 




A-hB-hC — A-4-BH-C 

— cos COS 



sin fi sin G 



cos 



t /sin B sin C -h cos B cos C -I- cos A /cos A -+- cos (B — C ) 

2 V 2 sin B sin C ~ V 2 sin B sin C 




A — B 4-C A — B-hC 

cos COS 



sin B sin C 
ou, en faisant , pour abreger, A -h B -h C — 180^ == 2 A , 



. I /si] 

5in - fl := \ / — 



sin A sin (A — A) 
sm - - — • ' 



sin B sin C 



;" = \/"- 



^ /sin{B — A)sin(C— A) 



sin B sin C 



On a encore, en divisant ces deux formules Tune par 
Tautrc , 



\f. 



Chacune des trois formules precedentes est calculable par 
logarithmes; on pent, par de simples changements de 
lettres , en deduire six autres , qui servironl a calculer les 
cot^s b el c. . 

171. Nous avons resolu directement les six cas que pr^- 
sente la resolution des triangles spheriques obliquangles ; 
mais il faut remarquer qu'on aurait pu se dispenser de 
trailer Irs trois derniers, qui se ramenent immediatement 
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aux trois -premiers par la consideration du triangle supple- 



men taire. 



Fonnules de Delambre et de Neper. 
172. En posant a -h i -+- c = 2^, on a (n^ 163) 



sin 


(p 


-b) 


sin (p — 


■^) 






sin 6 


sine 




r • 
Sin 


ip 


-a) 


sin {p — 


'C) 






sin a 


sine 




Sin 


(p- 


-a) 


sin ( p — 


^) 



. I ^ /sin(/? — />)sin(» — c) 1 ^ ^ /sin/>sin(« — ^i) 

sm-A = 4/ ^ ' L ' ^' cos-A = \/ — . , . -S 

2 y sin 6 sm c 2 y sm o sm e 

Sin-B= i / : ' ■ " --, cos- B = % / :-: £JZLU ^ 

Sine 



2 y sin a Tiiuc 2 y sm a sii 



i„ic = i/?illl£^^14^ii^inA), coslc = l/^^^^ 
2 y sm n sm o 2 y sm a sii 



D'apres cela , les formules 

sin|(Adt B) = 8in| A cos|B± cos|A sinj B, 
c6«|(AdbB) =cos^AcosYB:y fin |A sinjB 

donhent 



2 ^ ' Sin r y sm a si 



P — ") 
sin b 



sine 2 



t siny?qpsin(/^ — c)^ / sin(p -^ a) sinjp -^ b) 

cos — (A HZ D ) == : 1 / '' : — 7 

2 ^ '^ sm c y sm a sin o 

sin c 2 

d^ailleurs 

sin(/? — «) 4-sin(/7 — 6) = 2sin^e cos|(rt — 6), 
sin (/^ — ft) — sin (/? — «) = 2cos|c sin^(fl — • ft), 
sin/> -hsin(>E? - c) = 2sin-i-(rt 4- ft) cosjc, 
sinp — sin(/? — e) = 2cos-5r(fl 4- ft) sin|c, 



sin e = 2 sin ^ c cos { c ; 



1 1. 
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OIL a done 

siuKA -h B)__cosY(tf — ^) 

COS|C COSyC 

sinj(A — B) _ sin|f<? -^ b) 
cosyC sin|c 

cos^ (A -f- B} __ COS7 (a-hb) 



(0 



siojC cosjc 

cosjfA — B) siii^(a + b) 

sin|G sin-r 

Cvs formules (1) ont ete decouvertes par Delambre, qui 
les a fait connaitre eu 1807, dans la Connaissance dcs 
Temps pour 1809 (page 445). M. Gauss, a qui elles sont 
quelquefois attribuees, ne les a donnees que deux ans plus 
tard, dans I'ouvrage intitule : Theoria motus corporum 
coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 

173. Si I'ou divise la prenuere des equations (i) par la 
troisieme, la deuxiime par la quatri^me, puis la quatrieme 
par la troisieme et la deuxieme par la premiere , on obtient 
les quatre suivantes : 

tang|(A-f.B =:cotiC .' ^ .[ •> 



(2) 



I / . « N . ^ sin T { ^ — ^ ) 
tang I A — B = cotlC -r^. -^^ 

cos|(A — B) 



tang^ (fl -h ft) = tang|c 
fang|{a — 6) = tangjc 



cos|(A-hB) 

sin|(A— B) 



sini.(A-4-B) 

Ces equations (2) sont appelees formules de N^per. Cha- 
cune d'elles est une relation entre cinq elements d'un tri- 
angle sph^rique. 

Application dcs fomiules de Neper a la resolution 

des triangles spheriques. 

Mil. Les formules de Neper peuvent etre appliquees 
avcc avantage a la resolution des triangles spheriques 5 elles 
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permettent d'eviter remploi des angles auxiliaires. C'est 
ce que nous a lions fa ire voir. 

Deuxieme CAS. — Etant donnes deux cotes a eth^ ainsi 
que V angle A oppose a Van d'eux , calculer le cote c et 
les angles B et C 

Comme au n** 164, on calcule Tangle B par la formule 

. ^ sin 6 sin A 

sin B = : : 

sm a 

ensuiteles formules de Neper donnent, pour calculer Tangle 
C et le c6te c , 



(0 



ou 



(2) 



cos|(« — b) 
tang -^ (a -f- ^ ) cos Y (A -4- B) 
cos |(A — B) ' 

tang 7 ( A — B) sin y ( a -h ^ ) 

sin^tf — b) 
tani' ^ia — b\^m 4- (A -h E) 
»an».^- . sinl(A-B) 



tang \c = 



cot ^ C = 



formules qui sont calculables par logarithmes. 

Discussion, — Dans le cas particulier dc a=.h,^ on a 
aussi A == B, et les formules (i) donnent 

cot y C = tang A cos a , 
tangy c •=. tang a cos A. 

Pour que le probleme soit possible, il faut et il sufiit que 
cot f C et tang 7 c soient positifs , c'est-a-dire que tang A et 
cos a, cos A et tang a aient le meme signe, ou que A et a 
soient de meme espece. II n'y a qu'une seule solution. 
Passons au cas general. II faut, pour que le probleme soit 

., 1 sin b sin A . . , , , ■,. 

possible, que -, soit moindre que i \ si cette condi- 
tion est remplie , il y a deux valeurs de B qui satisfont a 

,, , • . r» s>n ^ sin A ,, T%/f . 1 

1 equation sm d = : : 1 uiie M est plus petite que 

90 degres 5 Tautre M' est egale a 180" — M. 
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Pour que I'une de ces valeurs de B reponde k la question , 
il faut et il suffit que les valeurs correspondantes de cot ^ C 
et de tang 7 c soient positives , et par consequent , d'apres les 
formules (2), que A — Bet a — b aient ie m^me signe. Ainsi 
la condition pour que M reponde a la question est que A — M 
soit de m^me signe que a — i ; de m^me la condition pour 
que M' y reponde est que A — M' soit de m&me signe que 
a — b: On voit que le probleme pent admettre une ou deux 
solutions ; il pent aussi n'en admettre aucune. 

1°. Supposons A < 90^, etb<^ go^. 

Si a est <r b. la formule sin B = — : donne M'^ A, 

' sin a ^ ^ 

et, a fortiori, M' ^ A^ il y a done deux solutions. 
Si a est ^ 6, on pent avoir 

fl-h^<;i8o°, a -1-6 = 180°, a-h^>i8o°. 

Dans le premier cas , on a 

b<^iSo^ — a, sin 3 •<] sin flr , 

alors M est < A ; mais M' etant > A , il n'y a qu'une seule 
solution. 

Dans le cas de a -f- A = 180^, on a 

b = 180° — a , sin ^ = sin a , 

alors M = A , et M' > A 5 il n'y a done aucune solution. 
Dans le cas de a -h i > 180®, on a 

b > 180" — a , sin A > sin tf , 

alors M est ]> A , et , a fortiori , M' > A 5 il n'y a done au- 
cune solution. 

2". Supposons A <; 90" et i > 90*^. 

Si a est <[i, on peut avoir 

«-l-^<i8o°, flH-A = i8o^ «-h^>>i8o". 

Dans le premier cas , on a 

6<[i8o® — ay sin i)^ sin a, 

alors M est > A , et , a fortiori , M' > A 5 il y a done deux 
solutions. 
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Dans le cas de a -h i = i8o*^, on a 

^ = 180" — rt, sin 6 = sin a, 

alors M = A , M' > A; il n'y a done qu'une solution. 
Dans le cas de a 4- A ^ 1 80^, on a * 

b > 180® — fl , sin ^ <] sin « , 

alors M est <^ A •, mais comme M' est > A , il y a encore 

une solution. 

Si a est >> i, on a 

sin fl <^ sin A , 

puisque a Qlb sont obtus : alors on a M ^ A , et , a fortiori , 
M' ^ A; il p'y a done aucuue solution. 

L'hypothese A ^ o se discute de la meme mauiere. On 
peut comprendre les resultats dans le tableau suivant : 

a<^b deux solutions, 

. ^ ,a = b une solution, 

<1 QO" \ 

^^ \a'^beta-\-b<;^iSo". . . . une solutiou, 
A<^90''( [a^beia -hb=: ou^iSo'\ aucune solution. 

ia<^b eta~hb<^iSo°, . . . deux solutions, 
« <1 ^ et fl -h ^ = ou ]> 1 80**, une solution, 
az=bo\ia'^ b aucune solution. 

Ia<^bona=:b, aucune solution, 

a^^ el a-hb'^iSo^. . . . deux solutions, 

a'^b etrt-h^=rou < 180°. aucune solution . 

A>90^{ [a<^^eta -l-^>i8o**. . . . une solution, 

,^ l^7<C"^et<i4-^ = ou<ri8o**. aucune solution, 

"^^^^ \azzzb line solution^ 

\a^b deux solutions. 

Nous n'avons pas considere le cas de A = 90^, parce qu'il 
convient alors d'employer la metbode du n^ 1 55 , ni celui 
ou b est egal a 90 degres, parce qu'il se ram^ne au cas des 
triangles rectangles a I'aide du triangle supplementaire , 
ainsi que nous en avons deja fait la remarque au n^ 162. 

175. Troisieme cas. — 6(ant donnes deux cotes a et b 
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ainsi que V angle compris C, calculer le cole c et les angles 

Les formules de Neper donnent 

,a„g.(A + B) = cotiC^Hii(fL^, " \ 

^'^ ' . ' COS-5-(«-hC') i 

,1 

tang j A — B) = cot | C -^-f-7 A' ' 

^'^ ^ ' sin|(«-f-^) 

i 

Ces formules permettront de calculer y (A -h B) et 5- (A — B) , 
par suite A et B. 

Quant au cote c, on pent le calculer par la formule 

V 

/ sin A sin (C — A) 

du nP 170. On voit que le probleme n'a qu*une solution. 

176. QuATMEME CAS. — Bltant donnes un cote c et les 
deux angles adjacents A e^ B, calculer V angle C et les 
deux cotes a et b. 

Les formules de Neper donnent 

. / i^x . cos-i-fA — B) 

tangi(^-f-^)=:tangi. ^^^^|^^3^ . 

• / i\ , sin |(A — B) 

I 

On pourra ainsi calculer \[n-\-b) et -j (/« — Z>) , par suite 
a et A. On calculera ensuite Tangle C par la formule 

u,„g . C = JMp^Z^P^ 
V sm)»sm(/? — c) 

du n° 164. 

177. CiNQuiEME cAs. — £tant donnes deux angles A 
et B et le cdte a oppose a Vun deux, calculer V angle C et 
les deux cotes b et c. 

On calculer a h a Faide de la formule 

. , sin a sin B 

sm b = ; — - — , 

sin A 
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puis les fonnules de N^per donnent , pour calculer c et C , 

un^ • c - ta*^ T (^ - ^) Sin X (A -t- B) 
tang,c_ sini(A-B) ' ' 

tang^(A-B)sini(a + fe) 
cot^C- «„■(„_ J) 

. Remarque, — 11 peut y avoir deux solutions. La discus- 
sion est identique a celle du n^ 174. On peut d'ailleurs 
ramener le problime au deuxi^me cas , par la consideration 
du triangle supplementaire, ainsi que nous en avons d^ja 
fait la remarque. 

Resolution d'nn triangle spherique dont les cotes sont trhs" 
petits par rapport au rayon de la sphere, 

178. L*illustre Legendre a fait connaitre un beau theor^me , 
generalise depuis par M. Gauss, et par lequel on ramene a la 
resoliuion d*un triangle rectiligne, celle d\in triangle spherique 
dont les cdtes sont tres-petits par rapport an rayon de la sphere. 
Nous allons presenter ici ce theoreme, tres-interessant en lui- 
meme, et fort utile dans les operations gcodesiques; mais rappe- 
lons d'abord une definition qui en simplifiera Tenonce. 

Gonsiderons un triangle spherique situe sur une sphere de 
rayon R ; soient a , 6 , 7 les nombres qui mesurent les c6tes , et 
JI0, ift> , C ceux qui mesurent les angles opposes, ou , si Ton veut 
[n^ iOl), qui mesurent les arcs de la circonference de rayon i 
correspondants k ces angles. Le nombre 

est appele exces spherique; si Ton designe par s la surface du 
triangle, on a, conime on sait , 

Voici maintenant en quoi consiste le theoreme de Legendre : 
£tant donne un triangle spherique dont les cdt^s sont tres-petits 
par rapport au rayon de la sphere , si I'on constmit un triangle 
recti lignc qui ait les m^mes cdtes que ceux du triangle spherique , 
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ies surfaces des deux triangles seront egales , et les angles du^ 
triangle spherique seront egaux a ceux du triangle recti ligne 
augmentes du tiers de I'exces spherique. 

La demonstration de ce theoreme repose sur les developpements 
en seriB de sin j: et de cos.r, que nous donnerons dans le livre 
sixi^me. Nous admettrons, pour le moment, que si x est un tres- 
petit arc , on a sensiblement , c'est-^-dire en ne negligeant que les 
puissances de x superieures k la quatrieme , 

sm :t: = :r 7^ » 

o 

x' x^ 

cos JT =1 1 7» 

2 24 

Cela pose, on a (n° 148) 

a 6 7 .6.7 

cos — = cos — cos ir 4- sm ~ sm ~- cos <A>, 



doa 



a 07 

cos — — COS — cos =5- 

R R R 

cos X = 



6 . 7 
sin =r- sin ~ 
R R 



nous admettonsd^ailleurs que 

a a^ a* 

R 2R» 24R< 

'^'R = '~^-^i4R^' ^^'^R^R-gRS' 

En portant ces valeurs dans Texpression de cos X et negligeant 

toujours les puissances de — superieures k la quatrieme , il vient 

R 

6^-h7' — a> a* — 6< — 7^ — 66'7' 



2R' 24 R< 

cos A, = ^ 



67 / 6'H-7V 
R» \ ' GrT 



Kn supprimant le facteur ~ commun aux deux termes et dcvc- 
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loppant le factenr 



1 



puis negligeanl les lermes oh entre — j on trouve enfin 

(?.)C0SX = ^^^ b4 67 R> 

Soient maintenant / la surface du triangle rectiligne qui a pour 
c6tes a, g, 7 ; X', iJb', C, les angles opposes respectivement k ces 

cotes : on a 

6'-4-7»— a' 

cos -^0 = :s 9 

207 

• 2 , _ 2a'S'-t-2a«7^+26»7»— a* — 6* — 7*. 

d'apres cela , I'equation ( 2 ) devient 

, 67sin'(A>' 
cos X = cos <A> -n^ — > 

ou, a cause de ^' = 7 67 sin JU', 

(3) cos »^ = cos fX*' — x-g-, sin Jl> • 

Posons 

A» = Jlo' -f- ^ , cos il, = cos X' cos « — sio X^ sin ^ ; 
Tangle x etant tres-pettt, on pent prendre cos x=zi et sinx = j^> 
il vient alors 

(4) cos X == cos «Ao' — X sin Jl>'. 
La comparaison des equations (3) et (4) donne 



.y' 



,r 



3R^' 
on a done 



f' 



'^ — - sK' 



s' 



(5) { yi\> = 1ft,' -^ j^. 

e =• e' -f- 



5' 



3R' 
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Ajoutant ces equations, et remarquant que Jlo' -+-ift>' -}- G'= tt, 
il vient 



s' 






ou 

s = — - : 



par consequent , on a d*abord / = ^, et les equations (5) donnent 

c/ta -^ ftRo -^ — ., 
O 

(6) /iJI.=:^1,'-h4' 

o 

Le theoreme est done demon tre. 

179. £n designant par A, B, G, comme a Tordinaire, les 
nombres de degres con ten us dans les angles du triangle spherique, 
et par A', B', C les nombres de degres contenus dans les angles 
du triangle rectiligne, on pent ecrire les formules precedenles 
comme il suit : 

A = A' + 6o-=:A'-h6o^, 
(7) ^ yB' = B'-h6o- = B'-h6o-^, 

I TT TT fi. 



e ^. ^ s' 



C = C -h 6o - = C -f- 6o 



TT TtR' 

180. Voici main tenant comment on pent faire usage de ce 
theoreme. 

1°. On donne les trois cStes a, 6 , 7 <fa triangle spherique. 

On calculera les angles A', B', C et la surface s^ du triangle 
rectiligne qui a pour cotes a, 6, 7; les formules (7) donneront 
ensuite A , B , G. 

2®. On donne les deux cStes a, ^ et I 'angle compris C. 

On a 5' = ^a6 sin C, mals on pent prendre 

s' = Y a^sinC, 
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valour qui ne diflere de la veritable que par des termes du meme 

ordre de pedtesse que —- • On calculera s' par cetle formule, et 

alors la troisieme equation ( 7 ) fera connaitre C'\ on resoudra le 
triangle rectiligne dont on connait les elements a , 6 et C, on 
aura done 7, A.' et B'; les equations (7) feront connaitre ensuite 
A etB. 

3°. On donne les cdtes ol, & et Vangle A. 

La premiere equation (7) fait connaitre A'. L'angte B' est donne 

par la formule sin B' = ? mais on pent prendre, sans er- 

a 

reur sensible, 

6 sin A 



sin B' =;= 



a 



s 



Tangle B' etant connu, on determine $' par la formule 

f' = ^flftsin(A'-+-B'). 

On a ensuite les angles B et G par les formules (7). 
4°. On donne A, B et y. 

On a 

, 7' sin A' sin B' 

* "~l8in(A'-|-B')' 
mais on pent prendre, sans erreur sensible, 

7' sin A sin B 

" 2 sin {A H- B) ' 

s' etant connu, on connait A' et B' par les formules (7): il n*y 
aura done plus qu'^ resoudre un triangle rectiligne avecles don- 
nees A', B' et 7. 

' Applications de la trigonometne spherigue. 

181 . Probleme I. — Calculer le volume d'un paralte- 
lipipkde oblique y connaissant les longueurs des aretes et 
les angles quellesfont entre elles. 

Soient OP = P, OQ = Q, OR = R (fig. 26) , les irois 
aretes contigues du parallelipipMe. Du point O comme 
centre, avec un rayon egal a Tunite, d^crivons une sphere , 
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qui coupe les faces de Tangle solide O suivant les cotes du 
triangle spherique ABC. Les c6tes a, i, c de ce triangle 
sont precisement les angles plans donnas de Tangle triedreO, 
et les angles A , 6, C sont eganx aux diMresde Tangle solide. 
Le paralMogramme POQ a pour mesure PQ sin C] si 
done RI est la perpendiculaire abaissee du sommet R sur le 
plan POQ, le volume V du parallelipipede sera 

V = PQ sin c X RI. 

Abaissons RK perpendiculaire sur OP , et joignons IK ; 
Tangle RKI est ^gal a Tangle A du triangle spherique, 
et les triangles rectangles RRO et RKI donnent 

RK = R sin ^, RI = RK sin A = R sin ^ sin A ; 

on a done 

V = PQR sin b sin c sin A. 

Or, en faisant a -j- i -f- c = 2/7 , on a (n*^ IGi ) 



8in(7?— ^)8in(;? — c) 

sin — A == \ / • : — 7 — : 5 

Sin sin c 



/sin/? 5in(/ 
V sin b si 

et , en multipliant , 



1 /sinD5in(D — a) 
cos - A = i / — —. — T^i -' 1 

2 V sin ft sin c 



sin A = — : — -. — : — v^sin » sin (p-^a)sin(p — b)sin(p — c). 
2sin ft sine ^ ^ ^ ^ 

On a done 

V =r - PQR \/sin psin(p — a) sin {p — ft) sin [p — c)- 

182. ProblemeII. — Reduire un angle a r horizon. 

Supposons qu'un observateur plac^ aujioint O (fig* 27) 
ait mesur^ les angles formes avec la verticale OO' par les 
rayons visuels OP et OQ dirig^s vers deux points fixes P 
€t Q, et qu'il ait mesure aussi Tangle POQ form^ par ces 
rayons visuels; on demande de trouver Tangle P'O'Q' qui 
• est la projection de POQ sur le plan horizontal. 
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Si I on imagine une sphere decrile du point O comme 
centre, avec I'unite pour rayon, elle sera coupee par les irois 
faces de Tangle triidre en O , suivant un triangle spherique 
ABC , dont les c6tes seront pr^cisement les angles observes ; 
tandis que Tangle P'O'Q' qu'il faut trouver est egal a 
Tangle A de ce triangle spherique. On est ainsi ramene au 
premier cas dela resolution des triangles splieriques. 

183. PflOBLEME III. — Etant donnees les latitudes et 
les longitudes de deux points a la surface de la terre, 
troui^er la distance de ces deux points, 

Soient P le p6le boreal [fig. 28) , P' le pdle austral , EOE' 
T^ualeur, et O le point de TA|uateur k partir duqiiel se 
comptent les longitudes. Supposons que OE soil le sens des 
longitudes orientales , et OE' celui des longitudes occiden- 
tales. Soient PACP' et PBDP' les meridiens qui passent par 
les deux points donnes , dont on connait les latitudes AC , 
BD , et les longitudes OC , OD \ soit enfin AB Tare de grand 
cercle qui joint les points A et B. Dans le triangle spherique 
PAB , on connait Tangle P et les deux c6t^s qui comprennent 
cet angle. En eflTet, Tangle P est la difference ou la somme 
des longitudes donnees, suivant qu'elles sont toutes deux 
orientales ou occidentales , ou bieu que Tune est orientale et 
Tautre occidentale. En outre, le c6te PA est egal a 90° — 
ou-h la latitude du point A , suivant que cette derniire est 
bor^ale ou australe; et, de m^me , le c6te PB est egal a 
90^ — ou -h la latitude du point B. 

Le triangle spherique PAB etant r^solu, on connaitra 
le nombre de degres renfermes dans AB. Designons-le par «, 
la demi-circonference d'un m^ridien lerrestre ^tant ^gale a 
30000000 de metres, on aura, pour la longueur de AB en 
mitres , 

AB = - X 1 000 000. 
9 
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Questions proposees , 

1 . D^montrer que si a designe Fare de grand cercle qui . 
joint le sommel A d'un triangle spherique au milieu du c6te 

oppose, on a 

cosy(^ -f- c) cos^-C^ — c) 

cos a = — —, ^-^ • 

cos|« 

2. D^montrep que dans un triangle spherique les sinus 
des trois hauteurs sont inversement proportionnels aux 
sinus des c6tes sur lesquels ces hauteurs sont abaissees. 

3. R^soudre un triangle spherique, connaissant les trois 
hauteurs ou les arcs qui joignent les sommets aux milieux 
des e6tes opposes. 

4. R designant le rayon spherique du cercle circonscrit 

a un triangle ABC, r le rayon du cercle insert t, a le rajon 

du cercle exinscrit qui touche le c6t^ a et les prolongements 

des deux autres cotes , 2 /; le perimetre a H- i -h c ; demon- 

trer que Ton a 

^ 1 . f • sin A 

cot R = 2 cos T ^ cos {- b cos ~ c , 

sin fl 

sin b sin c sin A 

tang r =r ; , 

° 2 sin J 

sin b sin c sin A 

tang a = r-p r- 

2 sm ( * — a) 

5. Resoudre un triangle spherique rectangle, connaissant 
rhypotenuse et le rayon du cercle inscrit. 

6. Calculer le volume d'un tetraedre en fonction de ses 
six aretes. 
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COIPLEIENT BE U THfiORIE D8S FONCTIONS CIRCIIUIRES. 

Des expressions imaginaires. — Formnle de Moivre pour nn ezposant entier 
et positif. — De la nLultiplication des arcs. — De la division des arcs. *- 
Resolution de I'eqaation bindme £"• = 1 . — Des polygenes regaliers. ^ 
Resolution des equations bin^me et trindme. — Form ale de Moivre poor 
un exposant quelconqne. — Theor^mes de Moivre et de Cotes. — Resolu- 
tion de Tequation dn troisi^me degrd. — Expressions des puissances da 
sinus et dn cosinus d^un arc en fonction lineaire des sinus et oosinus des 
multiples de cet arc. — D^yeloppements du siniis et du cosinus d'un arc , 
en series ordonnees snivant les puissances de Tare. — Formules pour la 
constrtiction des Tables de logarithmes des foncttons c$rculaire<t. 



Des expressions imagmalres. 

i84. Conforraement a Fusage adopte , nous repr^sente- 
rons par i rimaginaire si — i > ©^ nous appellerons expires- 
sion imaginairey toute expression de la forme 

ou A et B sout des nombres positlfs ou negatifs. 

Quand nous saurons d'avance que deux nombres A^ et R' 
sont respectivement ^gaux a deux autres A et B , nous di- 
rons que les expressions A H- B i et A'-h B' /sont egales. 

II est evident que si Ton a plusieurs egalites de la forme 

A-hBr = A'4-B'i, 

et qu'on les multiplie membre a membre , en operant 
comme si i etait un nombre positif ou negatif , on obtien- 
dra une egalite dans laquelle les coefficients des m&mes 
puissances de /seront egaux ; I'egalite subsistera done quand 
on rabaissera les exposants de i au-dessous de 2 , en faisant 
usage de Fequation i' = — i . 

185. Considerons une expression imaginaire 

A4-Bi. 

1:1 
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On peul loujours irouvor un nombre positif p el un arc a 

tels qu'on ait 

A =r p cos <i , B =r p sin /? . 

En effet, il suffil de prendre 



puis ' 

A . B 

cos a ■=■ ,— > sm // ^=. 



par consequent, on peut ecriro (n° 184) 

A -+- B / = p cos a -f- r p sin <? , 

ou, si Ton veut, 

A -4- B / = p (cos a 4- / sin at ). 

Quand une expression imaginaire est aihsi ramenec a la 
forme p (cos a -h « sin a) , le nombre posttif p est ft|lpe]e 
son module^ el Tare a son argument. 

Le module d^une expression imaginaire dohnee est deter- 
mine, mais Targument ne Vest pas enti^rement, car une 
expression imaginaire ne change pas quand on ajoute a son 
argument ou qu'on en retranche un nombre quelconque 
de circonferences. 

Les nombres positifs el negatifs peuvent 6tre consideres 
comme des expressions imaginaires donl le module est egal 
a leur valeur absolue, el I'argumenl a un nombre pair ou 
impair de demi-circonferences 5 car, soil A un nombre 
positif, on a , quel que soil Ten tier h , 

H- A = A (cos ai^TT -4- /sin 2/-7rj, 

— A=: A[C0S(2A'-|- l)7r4-'SiD(2X' H- l)w]. 

Pour que deux expressions imaginaires soient egalies, il 
faut el il suffil que leurs modules soient egaux , el que Icurs 
arguments different d un multiple de la circonference. Sup- 
posons, en effet, que les expressions p (cosa-h /sin a) el 
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p' (cos a' -f- I sin a') soient egales; on a 

p cos a = p' cos «', p sin A r= p' sin a , 

et , en ajoutant ces Equations , apres les avoir elevees ail 

carr^ , 

f>'=p'S et p=p'. 

r^cs modules sont done egaux. Alors les arcs a el a' ont 
m^me sinus et mSme cosinus; done ils ne peuvent differer, 
s'ils sont inegaux, que par un multiple de la circonference. 
Les arguments de deux expressions imaginaires conju-- 
gueeSy telles que A 4- Bi et A — B/*, ont m^me cosinus , 
tandis que leurs sinus sont ^gaux et de signes contraires ; 
la somme dc ces arguments est done egale a un multiple de 
la circonfepence. 

Formula de Mowre pour un exposant entier et positif. 

186. Th^oreme. — Le produit de deux expressions ima^ 
ginaires est wie expression imaginaire dont le modide et 
V argument sont respectii^ement le produit des modules et 
la somme des arguments des facteurs. 

Considerons d^abord deux expressions imaginaires de 
module i , cos « H- 1 sin a et cos b + z sin h : en effectuant le 
produit, il vienl 

(cos fl -h / sin fl ) ( cos b 4- / sin ^ ) == cos a cos b 
-f- 1 (sin a cos b -f- cos« sin ^) 4- ' ' sin a sin A , 

ou , a cause de i ' = — i , 

(cos a 4- / sin «) (cos ^ -f- ' sin ^) = (cos a cos b — sin a sin b ) 

/ ( sin a cos b -f- cos cr sin *) ; 



or nous savons que 

cos a cos b — sin « sin b = cos (« -f- ^ ) , 
sin a cos b + cos <i sin ^ :=r sin (n -h ^) , 

' on peut done ^crire 

(cos<i -h iiixna) (cos^ -h « sin b) = cos (a 4- b) 4- /sin (a 4- b), 

19.. 
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Soient maintcnant jO (cosa -+- /sina) , p^(cosft -f- z'siiii) 
deux expressions imaginaires dont les modules sont p et p'; 
on a 

p(cos« -h /sin«) X p'(cos^ -H /sin^) 
= pp' X (cos« -f- /sin a) . (cos^ -H /sin b)^ 

et, par cons^uent, 

p (cosa -I- I sin « ) X p' (cos ^ -+- / sin ^ ) 
= pp' [cos(« + ^) -h /sin a H- b)]. 

Le iheoreme est done demontre. 

CoROLLAiRE I. — Lc iiiodulc et V argument dii prodidt 
de tant d* expressions unaginaircs que Von voudra sont 
egaux respectwenwnt an produit des rnodales et a la 
wninie des arguments desfacteurs. 

En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
multiplie leurs modules et on ajoute leurs arguments. Pour 
multiplier ce produit par le troisi^me facteur, il faut mul- 
tiplier son module par celui du troisieme facteur, et ajou- 
ler a son argument celui de cc troisieme facleur; etainsi 
de suite.- 

CoROLLAiRE II. — Pour elei^er une expression imagi- 
naire a une puissance entiire et positii^e de degre m , il 
faut elei*er le module h la p'lissnnce m, et multiplier 
I 'argument par m, 

Cela resulte imm^diatement du coroUaire 1, en suppo- 
sant egales toutes les expressions iniaginaires que Ton y 
considers. 

Soil, en particulier, cos a -h ^ sin a , une expression ima- 
ginaire du module i; on a 

(cos a "{- i sin a)" = cos ma -f- / sin ma, 
CVst dans cetle egalite que consiste la formule de Moivre. 

Dd la multiplication <hs arcs, 
187. La formule de Moivre donne immediatement k's 
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valeurs de cos tna el de sin ma, eu fonctioii de cos^ etde 
sin a. Si, en effet, on developpe le second memhrc dc 

Fegalite 

cos ma -f- / sin ma = (cos « -|- / sin « ) ", 

en ayant soin de rabaisser les exposants de i au-dessous 
de 2, a I'aide de Tequalion i* = — i, il vient. 

cos ma -f I sin ma 

, m ( m — 11 
cos'^a ^ cos"'"' /T sm' <i 

I .2 

m [m — \) {m — i) [m — 3 ) 



I .2.3.4 



cos*"*' a sinVi — 



4-/ 




m , mim — \) im — 2) 

— cos*"" 'flf sin/z ^ -^ -' cos'""V/ sin^rt 

1.2.3 

m, . (m — i] 

H o / 7 ^'"S'"- •■' a sin"- a — . 

I .2.0.4*0 



c'est-a-dire 



m im — i ) 
cos ma =z cos"* a ^ cos'^~^a sin'« 



1 .2 



m im — i)(m — 2) im — 3 ) 
. 1 .2.3.4 

• - . • ^^{'^^ — 1 ) (//I — 2) .. . , 

sin ma = m cos^"~'« sin a ^ -^ cos*'"** a sin ' a 

1,2.3 

/w(w — i). . .(w — 4) 
-I i i___^_ — J-L COS" a smv/ — , . . 

1.23.45 

Ces formules font connaitre cos ma et sin ma en Ibnction 
de cos a et sin a; en remplacant successiveinent sin« par 
V^i — cos'rt et cosfl par v^i — sin'a, on aura les valeurs de 
cos ma et de sin ma en fonclion de cos a ou de sin a seule- 
ment. H y a une reraarque importante k faire a ce sujet. 

188. Les termes des seconds membrcs des Equations (1) 
sont tons du degre m par rapport a sin a et cos a 5 la pre- 
miere de ces equations ne contient que des puissances 
paires de §ina et que des puissances paires ou impaires de 
ros« , suivant que m est pair ou impair. La seconde cqua- 
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tion , au contraire , ne contient que des puissances impaires 
de sin a, et que des puissances impaires ou paires de cos a, 
suiyant que m est pair ou impair. On pent conclure de la : 

I**. Oue cos ma et — : sont exprimables, en fonction 

de cos a , par des polynomes entiers et rationnels , le pre- 
mier du degre m . le second dii degre m — i , et dont 

tons les termes ont des degres de m6me pa rite ; 

^ ^ sin ma 

2". Oue cos ma et , si m est pair, ou sm/Tm et 

^ cos a * ^ 

cos ma . . . •11 r • 1 
, SI m est impair, sont exprimables , en lonction de 

cos*? JT 7 . IT 

sin a , par des polynomes entiers et rationnels, le premier 
du degre m , le second du degre m — i , et dont lous les 
termes ont des degres de m^me parite. 

189. Si, dans la formule 

cos ma -+- / sin ma = (cos a 4- ( sin a)™, 

on change a en — a , il vient 

cos ma — / sin ma = (cos a — / sin a)*" ; 
des equations pr^cedentes on deduit 

(cos a -i-i sin /?)*" -h (cos a — « sin a]" 

cos ma rr: , 

^ ^ * . (cos a -hi sin «)*" — (cos a — / sin «)*» 

sin ma = ^ : --* 

11 

11 est souvent utile de prendre sous cette forme les va-r 
leurs de cos ma et de sin m,a, 

190. En divisant la seconde des equations (i) par la pre- 
miere , il vient 

m (w — [m — 2) 

m cos"""'/! sin a -^ cos"-' sin' a 

sin ma 1.2.0 

cos ma ^ m(m — 1 ) - , • , 

cos^fl! ^ cos*"-' a sm'fl -f- . . . 

1 .2 

sin a mim — i) (/;/ — 2) sin^^ 

tn — T- 

CGS a 1.2.3 cos^ a 



m (m — 1 ) sin' a 

I ' — r- 

I . 2 cosV/ 
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ou 

mini — I ) (m — 2) 
m langri — — i '-^ — -—^ tan^^a f- . . . 

(o) tang/w« ::= . -___. 

-s m [m — I ) , mim — i ) (m — 2) [m — 3) 

--T:r-^"g^+ '..^.3.4 — -^«ng««-... 

formule qui fail counaitre tang ma en fonction rationnelle 
de tang a. 

De la dwision des arcs, 

191. Tt Olivier cos — = jc, conna,issant cos a = A. 

m 

Si dans la premiere des equations (1) du n^ 187 on change 

a 1) , , a * n 

« en — ) et que 1 on remplace ensuite cos —t sm — et cos« 
/« * ^ m m ^ 

par X, v'l — x^ et A, il vient, d'apres la reinarque du 

nM88, 

(i) /{^)~A=o, 

f {x) designant un polynome du degre m dont lous les, 
termes ont des degres de meme parite. Le probl^me depend 
done d'une equation de degre ni\ c'esl ce qu'on pent etablir 
a priori. Soil a le plus petit arc positif ay ant A pour cor 
sinus; les valeijrs de a sont comprises dans la formule 
a/iTi ii= «, et on doit satisfaire a Fequation [i) en prenant 
pour X le cosinus de Tun quelconque des arcs 

2X-7r a aX'ir a 

1--, , 

m m m m 

ou k designe toujoiirs un entier indetermine. Si Ton donue 
a A, dans Tune de ces formules, deux valeurs qui different 
d'un multiple de m , on obtient deux arcs qui diflerent d'un 
multiple de la circonference et dont les cosinus sontegaux; 
il suffit done de donner, a A , m valeurs consecutives quel- 
conques, o, i , 2,..., m — i par exemple. II est m^me inu- 
tile de considerer les deux formules , car si Ton donne a k 
line certaiiue vajeur d^ns la premiere, et dans la.s^conde 
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une valeur complementaire k m^ on obtient deux arcs dont 
la somme est egale a arr, et qui ont, par suite, le m6me co- 
^inus. D'apres cela , rinconnue x n'est susceptible que de m 
valeurs qui sont gen^ralement distinctes. Ce sont les cosinus 
des m ares 

a 27r a ^n a 2 (/w — i) it a. 

— 9 1 » — H 9 • • ' t h — • 

^1 m m m m m m 

Nous ne pourrions, saus sortir des limites uaturelles de 
notre sujet, nous occuper ici de la resolution algebrique de 
I'equation (i), mais nous devons remarquer que si m est un 
nombre compost np^ la resolution de cette equation (i), 
qui est du degr^ m , se ramenc immediatement a la reso^ 
lution de deux equations, Tune du degre n et Tautre du 

degre ^. Si , en effet , on pose cos - =/, on aura , pour de- 
terminer X , une equation de degre p telle que 

-^ [x) — y zn o, 

y etant donne par une equation de degre /i , 

CT [j) — A = o. 

L'equation (i) resulterait d'ailleurs dereliminationdej" 
entre ces deux dernieres. De m^me, si n ^tait un nombre 
compose ^r, la resolution de T^uation cr ( j^) — A = o se 
raminerait a celle de deux equations des degres ^ et r; et 
ainsi de suite. 

192. Supposons que m soit un nombre impair premier 
ou non, et examinons le cas particulier de A = 1 5 on ^ 
a = o, Tequation (i) devient 

(2) /(a:) — 1 = 0, 

et ses racines sont les cosinus des arcs 

27r [\t: i{m — i)7r 

o — , — , • • • 9 • 

mm m 

I^jc premier dc ces arcs a pour cosinus I'unite , el lesaulres 
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etant deux a deux complementau-es h la circonference ont 
le m^me cosious : il suit de la que le premier membre dc 
requatiou (2) est divisible par x — i et que le quotient est 
un carre (yx)'j on a done 

Par consequent, Tequation (i) peuteire mise sous la forme 

(j:— i) (75; )»-+-! — A = 0, 

ou ^(r) designe un poiyndme du degre dont les ra- 

ciiics sont les cosinus des arcs 

mm ^ m 

Ort voit enfin que la determination de cos — ne depend 

que d'une ^nation de degre 

Nous donnerons plus loin un moyen simple de former 
le poiyndme ^[x), 

193. Trouper sin — = j:, connaissant sin a = A. 

m 

Si dans la deuxieme des equations (1) du n** 187 on 

cnanse a en — ? et que 1 on rempiace ensuite sm — . cos — 
*^ m * *■ mm 



et sin A par x, \J \ — x* et A, il vient, si m est impair, 

/(^) — A = o, 

f {x) designant un polynorae entier et rationnel du degre m 
dont tous les termes sont dc degres impairs. On voit que le 
problimeest du degre m. Mais si m est pair, on obtient une 
Equation de la forme 

oil f (x) designe un polyn6me de degre m — 1 dont tous 
jes termes sont de degres impairs. En elevant au carre les 
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deux lucQibres, il vient 

On voit que le probleme depend d'une equation de degre 
2///. A la verile, celte equation peut etre abaissee an degre 
m en posant .t* == | , parce qu'elle ne contient que des puis- 
sances paires de x. 

On arrive aux memes consequences par les considera- 
tions dont nous avons tant de fois fait usage. En designant 
par a le plus petit arc positif ayant A pour sinus , et par A* 
un entier ind^termine , les valeurs de x sont les sinus des 
arcs 

ikn a, (2X--H-l)7r a 
1 , . 

m m m m 

II sufiit de donner, a A , m valeurs consecutives , o , i , 
2,..., m — I par exemple*, car en donnant a h deux valeurs 
qui difii&rent d'un multiple de m, chaque formule fournit 
deux arcs qui out m^me sinus. Deux arcs d^une m^nie for- 
mule ne peuvent avoir m^me sinus tant que a reste inde- 
termine, car leur diflference est inf^rieure a 2 7r, et leur 
somme, qui contient a , ne peut etre egale a un nombre im- 
pair de demi-circonf(^rences que pour des valeurs particu- 
liires de a. Voyons si deux arcs, tels que 

2/'7r a (2X'' H- l) TT a 
\ , , 

mm m m 

peuvent avoir m^me sinus. Leur difference contient a et ne 
sera pas en general egale a un nombre pair de demi-cir- 
conferences : leur somme est egale a 

2^-^ 2X^'-f- I 

TT, 

m 

el ne peut 6tre egale a un nombre impair de demi-circonfe- 
rences si m est pair •, done , dans ce cas, x est susceptible de 
im valeurs distinctes. Mais si m est impair, on peui lou- 
jours, quel que soil le nombre k compris entre o et m, 
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irouver un enlier k' egalement compris eiilre o fX m. lel 

qu'oii ait 

2 ^ -f- 2 X' + I = w on 3 w, 

c'esl-a-dire 

,, //I — I 3w— I 

A- = ^ oil = / ; 

2 2 

done, si m est impair, x n'est susceptible que de m valeurs. 

II est ais^ de voir que les m arcs de chaque formule ont, 
dans le cas de m pair, leurs sinus ^gaux deux a deux et de 
signes contraires. 

Ce probleme donne lieu a des remarques semblables a 
celles du n** 191 , mais qu'il sufRt d' avoir faites une fois. 

194. On verrait de meme que si Ton donne cos a, la 
determination de sin — depend d'une equation de degre 



a 

m 

a 

m 



im^ et qile si Ton donne sin a , celle de cos — depend d'uue 

Equation de degre m ou de degre 2/7/., suivant que m est 

impair ou pair. Enfin, quand on donne tang a, tang— de- 
pend dans tous les cas d'line equation de degr^ m. 

Resolution de V equation bindme z'" s= i . 

195. Proposons-nous de trouver les racines de Inequa- 
tion bin6me 

(1) 2" = I. 

Toute* expression imaginaire dont la puissance m est i ou 
a pour module i , a elle-meme pour module Tunite (n*^ 186) ^ 
si done r^quation (i) admet une racine imaginaire, cetle 
racine a la forme cosqp -f- isin y. Pour que cette expression 
soit eflectivemeiit racine, il faut et il suffit que Ton ail 

cos w cp + / sin /w cp = I , 

c'est-a-dire 

cos my =r. I , sin w ^ = o , 
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OU 

en designant par h uii cnlier. 

Ainsi Tequation (i) est satisfaitc par toules les valeius 
de z comprises dans la formule 

- . iffK a/ff 

(2) z z= COS h / sin 

mm 

Pour que deux valeurs A' et h^ de k correspondent a deux 
yaleurs egales de z, il faut et il suffit (n° 185) que la dif- 

Icrence des arraments 5 soit un muliiple de 2 tt , 

^ m m * 

ou, en d'autres termes , que h' — A" soit un multiple de m. 

La formule (2) donne done m valeurs distinctes pour 2, el 

n'en donne pas davantage*, on les obtiendra en donnant, 

a A, m valeurs consecutives quelconques entre — ocTet -f- 00 , 



Oy I) 2,. ..9 m 



par exemple. 

L'equation (i) a une ou deux racines reelles, suivantque 
m est impair ou pair. Les racines imaginaires sont cou- 
juguees deux a deux : dans tons les cas, on obtient deux 
racines conjugu^s en donnant a A deux valeurs comple- 
mentaires a m dans la formule (2) ^ car, en changeant A 
en m — A, cette formule devient 



2 A- TT . . 2 /* TT 

z -= COS / sm 

m m 



II suit de la que les m racines de ^equation (i) sont com- 
prises dans la formule 



2 /• TT , lk If 

z = cos ± / sm 9 

m m 



ou il suffit de donner a A les valeurs o , i , 2 , . . . , — si m 
est pair, el les valeurs o, i, 2, . ., si m est im- 
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pair. Dans le premier cas , les deux racines reelles cor res- 
pondenl kk = oeik=: ; dans le second cas, la racine 



m 

2 
reelle correspond a h = o. 



196. Supposons m impair; Fequation z'" — i =o s'a- 

baisse au degre > il suffit de la diviser par z — i , I'l 

de poser en suite 



I 

Z -\ =Z JO. 

z ' 



On obtient ainsi une equation en x, 

du degre > el doiit les racines sonl , comme Ton sait, 

les doubles des parties reelles des racines imaginaires de la 
proposee. Cos racines sont done representees par la for- 
mule 



2^n 

X ==. 2 cos ? 

m 



m — 1 



ou Tou doit donuer a }i toutes les valeurs i , '^ ,. • 9 

par consequent , le polyn6me <p ( J?) ne dillere de celui qu'on 
designait par la m^me lettre au n° 192 que parle facteur 2 
qui multiplie toutes les racines. 

197. Propnetes des racines de V equation z"^= i . 
1**. Si Ton fait 

a = COS h ' sin ? 

m m 

on a , par la formule de Moivre , 

. 2 hit 2 hft 

a* = cos -f- 1 sm : 

m m 

par consequent, les m racines de l* equation z"*z=i pen- 
s^ent etre representees par 



x\ a', a%. ., a*"-'; 



c'est-ci'dirc par les puissances d'une d*entre cites. 
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2". Si Ion a m =r tip ^ n et p ^tant deux iioiiiJ>res pre- 
miei's entre eux , on obtiendra toutes les racines de -s"* = i , 
en multipliant les n racines de >3" = i par les p racines de 

zP= f. 

_ ,^ . 2 / 7t . sin 2 ^ ft . , 

En elFet, sou a = cos h i une racme-de 

np np 

z"P = 1 '^ n et p etant premiers entre eux , on pent trouver 

deux en tiers ^ et yj, tels que 

2 57^ 2 >I7r 2 X- TT 

p^ -}- nn = K oil 1 = 

. n p np 

et alors on a 



•9 



/ !iiit 2?7r\ / 

a z= I cos h I sin I ( 

\ n n J \ 



2»37r . .. 2>]7r 
COS h ' sm 



d'ou Ton conclut que toute racine de z"^' = i est le produii 
d'une racine de 2"='i par une de z'' = i : par consequent 
les np racines de V equation z'^p = 1 sont les produits que 
Von obtient en multipliant les n racines de z^=^i par 
les p racines de z^ =zi. 

3°. La resolution algebrique de V equation z"" = 1 oil 
m est un nombre compose se ramene a la resolution des 
equations de m^me forme ayant pour degres les nombres 
premiers ou puissances de nombres premiers qui diui- 
sent m. 

En effet, soil m = npq,,,\ n^p^ q.., ^tant des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers in^gaux, 
on aura les racines de T^quation z"p= i en multipliant 
celles de -2"= 1 par celles de -2''= i . ParciUement , on aura 
les racines de z'^ff^ i en multipliant celles de 2"''== i par 
celles de >z''= i, et ainsi de suite. D'oA Ton pent conclure 
que les diverses racines de z"^=i s^obtiendront toutes en 
multipliant une racine de ^"= 1 par une de zf = i^ puis 
par une de z'' = i , etc. 
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Dcs pofygones reguh'ers. 

198. Concevons ane circouference pa^iag(6e en m -parties 
egales, et joignons les points de division oonfiecuiife; on 
aura le polygone regulier inscrit de m c6l^s. Si n est uii 
nombre inferieur et premier a m, et que I'on joigne les 
points de division de n en w , ou , ce qui est la meme chose , 
de m — n en m — n , on ne reviendra au point de depart 
qu'apr^s avoir passe par tous les sommets, et la figure que 
Ton aura formee est Apfelee polygons regulier etot'le. Mais 
si m et 71 ont un diviseur comraun , on ne passera que 

parun nombre — de sommets, et la figure obteuue sera un 



9 



m 



polygone regulier de — c6tes seulement. On voit, d'apres 

cela , qu'il y a autant de polygenes reguliers de m c6tes 
que de nombres premiers a /;/ , et inferieurs a la moitie 
de ///. 

Le probleme de la divisio'n de la circouference en m 
parties egales se ramene a resoudre algebriquement Tequa- 
tion b}li6lrne 



2*" :ir I , 



car on a Vu que \es racines. de eette ^nation sont ddnners 
par la for mule 



Q.kiz , 2 /' TT 

COS h / sm 



D'ailleurs est Tare sous-tendu par le c6le du poly- 



tn m 

ik 
m 

gone obtenu en joignant les points de division de A en fc, 
et Ton connaitra par consequent les lignes trigonometriques 
de cet arc si Ton peut resoudre F^quation 2"* = i . 

Enfin on a vu qu:» si m est un nombre compose , la reso- 
lution"^ de Vequation z"*= i se ramene a celle d'^uations 
de meme forme dont les degres sont les nombres premieis 
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ou puissances de nombres premiers qui diviseut m ; done 
le probleme de la division de la circonference en m parties 
egales est susceptiUc de la meme simplification. 

Nous allons examiner en detail la division en trois , cinq 
et quinze parties ^ales. 

199. Division de la circonference en trois parties egales. 

— Elle depend de Tequation 

z* — 1=0; 
6tant la racine i , il vient 

z* H- z 4- I r= o , 

et, en faisant z -\ — = x, 

' z 

X -h 1 = o. 
La racine — i de cette equation est egale a 2 cos -^ t 

ou — 2 cos 5> OU — 7. sm ^ ; on a done 
6 o ' 

2 sm 7c = I . 

o 

G'est la valeur du c6te de I'hexagone dont on d^uit facile- 
ment le c6te du triangle equilateral. 

200. Di\fision de la circonference en^cinq parties egales . 

— Elle depend de I'equation 

z* — 1 =r o ; 

dtant la racine i, et faisant z H — = x. il vient 

z 

or' -H .r — 1=0, 

qui a pour racines 

2 cos -=-7 2C0S V-9 

5 5 



Otl 



9. sin — 9 — 2 sin — 
10 10 
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On a, d*ailleurs, en resolvant Tequation, x= "^ ' — ^ - 
done 

2 sin — = 5 2 sm — = 1- . 

lO 2 lO 2 

Ce sont les valeurs des c6tes des decagones r^guliers ordi- 
naire et ^toile; on en deduirait faeilemeni les c6t^8 des 
pentagones ordinaire et etoile. 

201. Dwisibn de la circonference en guinze parties 
egales. — Elle depend de Tequation 

(i) z'*— i = o, 

dont il faut dter les racines de ^ ' — i = o et de ^' — i =. o 5 

J* • J ^ • («^ — («* — i) .1 . 
divisant done cette equation par '-^ i , il vient 

(2) 2" — z' -f- «' — 2* -h 2* — 2 -4- I = o. 

Enfin, en divisant par z* et posant ^ -4- - = x , il vient 

2 

(3) X* — x^ — ^x^-\^ ^x -h 1-= O] 
cette equation a pour racines 

27r 4^ ^w lAn 

2C0S— =5 2COS— =? 2COS-— i? 2 COS —^ 9 

1 5 ID ID i5 

ou 

. 11 TT . TTT , It iStT 

^sin-;;— ? 2sin-~9 — 2sin:r— 9 — 2 sin-;;—. 
3o So 60 3o 

Ce sont, en valeur absolue, les c6tes des polygones reguliers 
ordinaire et etoil^s de trente c6tes. 

Les quinze racines dc Fequation (i) s*obtiennent en mul- 
tipliant les trois de -z' — 1 = par les cinq de z* — 1=0 
(n° 197 ) 5 on en conclut facilement que les huit racines de Vi- 
quation (2) s'obtiennent en multipliant les deux racines de 
«*-4- z -hi ==0 par les quatre de ^*-f- z'-h ^*-4- z -{-1 = o, 
qu'on peut facilement trouver : on connaitra done ainsi les 

j3 
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huit raciiies de inequation (2), et, par suite, celles de I'e- 
quation (3). 

Des considerations algebriques fort simples font voir 
d'ailleurs que Tequation (3) resulle de Telimination de y 
entre les deux equations 

.r' — ^jT-h [y — 1) = O, j-^— y — irrro, 

en sorte que sa resolution est ramenee a celle de deux equa- 
tions du second degr^. 

Resolution des equations binome et trinome, 

202. Proposons-nous main tenant de resoudre Tequation 
binome generale 

ou A et 6 sontdes nombres donnes positifs, nulsou negatifs. 
En design ant par p et a le module et Targument de A -f- B/, 
I'equation devient 

( 1 ) z'"= o[ COS a -f- / sin a ). 
Posons maintenant 

(2) z z=z r[ cos y -h ' sin ^ ) , 
on aura 

jj/n --_ ^m ^^Qg //I y -f- I sin /7I y ) ; 

et, pour que la valeur (2) de z satisfasse a Tequation (1), 
il faut et il suffit (n° 185) que Ton ait * 

d^OU 

m • f 

/- 2 A TT 4- fl 



Les racines de F equation proposee sont done donnees par 
la formule 



(3) ^=v/p( 



cos h I sm 



m m 

ou h designe un eutier indetermine. 
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Pour que deux valeurs de k correspondent a deux valeurs 
egales de ^ , il faui et il sufBt , comme au n° 1 95 , que leur 
difference soit un multiple de m^ Tequation (3) comprend 
done, comme cela doit ^tre, rn racines distinctcs que Ton 
obtient en donnant, k k ^ m valeurs consecutives quelcon- 
ques eiitre — oo el 4- qo , 

o, I, 2,..., fn — I, 
par exemple. 

La formule (3) peut s'ecrire ainsi : 

mr / a .rt\/ lis It .2/-7r\ 

zz= v/p I COS — h / Sin — I I cos h I sin i • 

y ^ \ m ^/ \ ^ ^ / 

yjp { cos h / sin — ) est Tune des racines de I'equation (i) , 

cos h i sin est 1 expression des racines w'*'"" de 

TO /w * 

Tunite^ d'ou il suit qu'on obtient les m racines de I'^ua- 
tion (i), en multi pliant Tune d'elles par les m racines m'^"^" 
de Funite. D'aprte ce qu'on a vu au n** 195 , on peut encore 
representer les racines de }' equation (i) par la formule 

(4) z =r 4/p I cos h I sin — I cos dt / sm i > 

V '^ \ TO "^ j \ ^ . m I 

ou il sufBt de donner a k les valeurs o, i , a ,...,—- , si w 



TO I 



est pair, et les valeurs o, i, 2 , . . . , , si m est impair. 

203. Dans le cas partieulier ou B est nul, on a p = A 
ou p = — A , suivant que A est positif ou n^gatif , et Ton 
peut prendre a==ooua = ^, suivant que m est pair ou 
impair*, d'apres cela, les racines de I'equation 

z"= -4- A 

sont donnees par la formule 

(5) 2 = w A I cos It / sm I > 

i3. 
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et celles de I'equation 
par la formule 

(6) 3=y^A(^cosL_^±,s,n-— — j. 

Dans les formules (5) et (6) il suflit de donner a k les 
valeurs comprises entre o el — 



204. Soil maintenant Tequation trin6ine 

(l) 3''"-h/?Z'"-|-^=0, 

on p ei q sont donnes ; on en tire 

et Ton est ramene k reso.udre deux equations bin6mes. 

Considerons en particulier le cas oil p et g etant des 
nombres reels , on a 






^t sou 



p Ip^ 

— "*"\/7" — !7=^p( ^®* rt -h ' siH fl ) ; 
Vequation (i) a la forme 

tJt Tequation (a) devient 

z* = p(co$a ± I sin a). 

Les racines de I'equation z'" = |o(cosa -j- i sin/z) sont 
comprises dans la formule 



=v^( 



cos f- /■ sin 

m m 
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ou I'on donnera a k les valeurs o,i,2,...,w — i;de m^me 
les racines de I'equation ^r" = |o{cosrt — / sina) peuvent 
etre representees par la formule 



\/?( 



T-hiz — a . 7. hi: — a 

cos h / sm 

m m 



OU Ton donnera a A les m valeurs consecuiives o, — i, 
— 2,. . . , — [m — i). Par consequent , les am racines de 
Tequation proposee sont toutes comprises dans la formule 

ou il suffit de prendre , pour k , in nombres en tiers conse- 
eutifs. 

Formule de Mowre pour un exposnnt quelconque. 

205. L'egalite 

. / «... «\* 

s a -f- f sm fl = i cos — h ' sin - 

\ n nj 



cos 



a . . a 
-H-isin- 
n n 

ma . . ma 



a . , a . ..„,, , . ► 

montreque cos-H-i sm-estune racineAj'""''aecosa-|-« sin«^ 



pareillement, cos h^sin — est une racine w'^'"' de 

cos ma 4- /sin ma ou de (cosa 4- /sina)'": on peut done 



ecrire 

m . m 

— « -h ' sm — 
n n 

ou 



sJ{co^ « -4- f sm fl)" =r cos — a -h ? sm — « , 



m 



/ ... /I w , m 

( cos « -+- ' sm fl ) =:cos — a -h/sm —«. 

n ft 

C'est la formule de Moivre ^tendue au cas d'un exposant 
fractionnaire — •, mais il faut bien faire attention que le se- 
cond membre ne repr^sente <|u'une seule des n valeurs dont 
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le premier est susceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes 
ces valeurs (n" 202) en multi pliant le second nicmbre par 

2 X" TT . . 2 /' TT 

COS h I sin 

n n 

La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant ne- 

gatif — m, que m soit entier ou non; en efTet, Fequation 

( cos a + I sin a ) " = cos ma -h i sin ma , 
donne 

I I 



= cos ma — I sin ma , 



( cos a -h / sin a )*• cos ma -f- 1 sin ma 

ou 

( cos a -f- / sin fl) "*"» = cos ( — ma ) + 1 sin ( — ma). 

m 

Theoremes de Moivre et. de Cotes, 

2O61 Les theoremes de Moivre et de Cotes ont pour 
but de donner une representation geometrique des divi- 
scurs reels du trinome a:''"db iix"*cosa H- i, ou a est un 
angle donn^ , et du bin6me x"* dzi. 

Les deux facteurs lineaires qui correspondent a deux ra- 
cines conjuguees de T^quation 

j^7m — 2. of* COS rt -f- I = O , * 

sont representes par 

X — I cos h I sin I 5 

\ m m 

et 

ikiz 4- fl . . 2X'7r -4- « 



'-( 



COS 1 sin 



m m 

le produit de ces facteurs est 

2/f7r4-« . 

yl = x* — 2 X cos h I , 

" m 

et I'on a idehtiquemenl 
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Changeons a en tt H-a, et faisoiis 

/2 » (2/ • + l)7r-4-^ 

/t = a:' — 2j:cos ^ \- I , 

m 

on aura 

(2) or"" -4- 2 J7"cos « 4- I = (/', y, . . . 7,'„~ ,)■■'. 

Cela pose , considerons une circonference de rayon i , 
partageons-la en ini parties egales aux points Ao, Ai, 
As, ... , Ajrtj^i , joignons le centre O a tons ces points et 

menons une ligne OP faisant un angle egal a — avec le pre- 
mier rayon OAo \ enfin prenons sur cette ligne une longueur 
quelconque OP = a: , et joignons le point P a tousles points 
de division . Les triangles OPA2,„_8 1 et OPA4 ,„_2 x_i dounent 

PA2m_2* = a:* — 2.rco8 hi, 

m 

2 (2 X- 4- i)7r -4- fl 

PA2m_2if_i =:j:'— 2.rcos^ hi, 

m 

et , par consequent , 

PA2m-3*=j* et PA2„_2*~i=/Jt- 

II resulte de la que le trin6me x^"' — ix"" Cos a -h- 1 est 
egal au carre du produit des distances du point P aux points 
Ao, Ag, A4,..., el que le trinome x****-}- 2 j::"* cosa-+- 1 est 
egal au carre du produit des distances du m^me point P 
aux points A, , Aj , A5 , . .. ^ c'est dans ces egalites que con- 
siste le theor^me de Moivre. 

Si Tangle a est nul , le point P est situe sur le rayon OAo, 
et les equations (i) et (2) donnent, en extrayant les racines 
carrees des deux membres , 

.r'"-hi —y\y\ . . . r'.n^i. 

C'est dans ces egalites quo consiste le tlieoieme de Cotes ; 
on doit prendre Ic signc -j- ou le signc — dans le second 



200 TRAlxi DE TRIGONOM^TUIE. 

membre de la premiere , suivant que le point P est exte- 
rieur ou interieur au cercle. 

Resolution de Veqiiation du troisieme degre, 

207. Comme on pent toujours faire disparaitre le second 
terrae d'une equation , nous prendrons inequation du troi- 
sieme degre ramenee a la forme 

(i) jT^-f-/?^: -4-^ = 0, 

et nous supposerons p et g reels. Posons 

Tequation devient 

ou 

j3 H-«*-h (j» -t- 3jrz) (jr 4. z) -f- ^ = o. 

On pent disposer a volonte de Tune des ind^terminees j* 
et ^. Si Ton fait 

(2) jz = -|, 

il vient 

(3) j3^23--_y. 

jr^ et «' sont done les racines de Tequation du second 
degre 

/^ — <7r — ^ =r o. 

27 
On deduit de la 

(4) \ ' V4j7 

Ces ^uations (4) donnent trois valeurs pourj^ et trois 
pour z ; mais il ne faut associer ensemble , pour avoir une 
racine^-l-z de I'equation (i), que les valeurs de yr et 
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de z qui satisfont a Tequation (2) , c'est-a-dire qui ont un 
produit r^el. 

208. Supposons J- -h — nul ou negatif, ce qui exige 
que p soil negatif, et posons 

— - =: p cos 6> 9 ^ -H --==-- p' sin' &> ; 

. ^ 4 27 

on aura , pour determiner p et oi) , 



y 



-v/-.,-- -- ^ 



— ui 2 

■— 7 COS W = y ) 

27 / — p^ 



27 

et les ^nations (4) deviennent 

X^= p (cos w H- I sin w ), 

z^ = p (cos w — / sin «•> ] ; 
d'ou 

r = ^p (cos h ' Sin j 



= l'-^ ( 



2/-7r4-ft) . 2X-7r-|r-« 
cos r I Sin 5 I 9 



ou Ton doit donner a k les trois valeurs 0,1, 2. 11 faut 
que k ait la m^me valeui: dans ces deux formules pour que 
le produit yz soit reel, par consequent les racines de la 
proposee sont donnees par la formule 



V 2 X: TT -h w 
jr = 2 y p cos ^ — — 



ces racines sont done 

V w */- 2 TT H- w V in ~h <*i 

2 Vp cos X9 2 Vp COS ^ ' 2 Vp cos . r 

Ces expressions sont calculables par logarithmes. On voit 
que les trois racines de la proposee sont reelles. Les deux 
derni^res sont egales entre elles si w est nul , c'est-a-dire si 

4 27 
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•■ • 

209. Supposons maintenant ^ -f- — positif , el designons 

par A et B les valeurs reelles de y aiAe z qui satisfont aux 
equations ( 4 ) ? en sorte que 



»=\/-|-v^^ 



27 

soil a I'une des racines cubiques imaginaires de runite, 
Taulre sera a* , les valeurs de y seronl 

A , A a , A a ', 

el celles de z 

B, Ba, Ba=. 

Comme les valeurs dej'" et z qu'il faut ajouler ensemble pour 

former une racine de Tequation (i) doiveni avoir un produit 

r^el, ces racines sont 

• A-hB, 

Aa -+-Ba% 

Aa'-hBa, 



OU 



< «, A -t- B , A B rr 

A-hB, et Zl_±/ y^; 



car on a 



— I -h 1V3 , — I __ i ^3 

«= ^ et a»= ^^ — 

2 2 

On voit qu'une seule de ces racines est reelle. INous 
allons montrer comment on pent appliquer le calcul des 
logarithmes a leur determination^ il convient dc distinguer 
dans cetle recherche le cas ou p est positif et celui on il est 
negatif. 

i*^. Soit/^ <Co. Puisquc, par hypothesc, on a <^ y? 
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on peut poser 



et Ton a 



\/ — ^~ = -sin wj 

V 27 2 

A = W — - 4- - cos 61 = ^ — <7 sin^ | w, 



<7 cos' y Oij 



ou , en reinpla9ant q par sa valeur -^ — i/ » 

Soit maintenant (p un angle auxiliaire, tel que 



tang© = \/ tang I w, 
on aura 

Ac= y/^tangtp, B = Y/^cot<p; 
par suite, les racines de Tequation (i) sont 

y ^ (tang (p-h cot (p), 

— ^ \-^ (tang <p 4- cot <p) ± ^ / V^-^ (tang r — cot (p) , 



ou 



s/^ .. V 



— /^ 



et f ±fv — p cot2ff. 

sin2y sin2y 

On pourra calculer par les Tables , a I'aide de ces formules , 
la racine reelle , ainsi que le coefficient de 1 dans les racines 
imaginaires. 

2". Soit p > o. On posera 



V 27 2 
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il vient alors 

V 2 2COS0>) V COSW 

V a 2COSW V 



— y COS'yW 



COS&) 



ou , eu re]npla9ant q par -- 



v/| 



UDga> 




Calculant comme precedemment un angle auxiliaire (p, 
tel que 

tangY = V^nglw, 
il vient 

^ "= V 5 ^°^ ^' ^ ^ ^ V 3 ""^^ ^ ' 
et les racines de Tequation (i) sont 

^(tang(p-^cot(p), 

~ ^ y 5 (^"S? — ^*?) =*= '^ ( ^^"g'P H- cot y) ; 

ou 

2i/^COt2(p et — i/^COt2(p±l-.^^• 

V 3 ^ y 3 ^ 8in2<p 

Expressions des puissances du sinus et du cosinus d'un 
arc enfonction lineaire des sinus et cosinus des mul- 
tiples de cet arc, 

210. Soient 

« 

cos« H- / sina = w, cosfl — i sino = f>; 
on a 

2 cos a -= u -\- v^ 2 / sin a = M — f, 
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ct, par suite, 

2" COS" a = (a H- p)« , (2 /)" sin" <i r= (a — i/)", 
ou , en d^veloppant , 

(i) 2"cos"a= a" -+--tt«-'o-f- -i itt"->p2 -I-. . . , 

' I 1.2 

(2) (2i)"sin"fl = a" «"-'ph ^ i||«-»,;» 4-.. . 

I 1.2 

Occupons-nous d'abord de Tequation (i). Si n est pair, 
le second membre de T^uation (1) renferme un terme 
du milieu , et , en groupant ensemble les termes egalement 
eloign^s des extremes, il vient 

2« cos"fl = (a" 4- p") -f- - «/p («'»-» 4- i;"-') H- . . . 
/i(/i-i)...(--H3^ «_,«_. n[n^i)...('^'¥^\ 11 

Si /I est impair, le second membre a un nombre pair de 
termes , et , en groupant comme prec^demment les termes 
egalement distants des extremes , il vient 

5»fl = (a« -h p") -h ^ UP (a"-' -+- p"-') -f- ^^^"[^'^ «' P» («"-* -f- p"-* )-+-.. 

/H-3 



1 • 3 • • . ~* 
2 



2" COS' 

12 



n[n — i) . . . 1- 



n — I n — I 



4 -^ — u p (n -h p). 

n — I 

2 

D'ailleurs m^* = i et m"* -4- i^ = 2 cos ma ; on a done , si « * 

est pair, 

n , . 

2"""' cos" « = cos /i« H — cos \n — 2) a4- . . . 

(3)! /»(/.-i)...(^ + 3) „(«_,).. Y^+,^ ^ 



cos 2a 4 •-'9 

n \ /I 2 

1 .2. . ( I J 1.2...- 
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et, si // esl impair, 

n , n{n — i) , ,. 

2"~'cos"tf = cos/i« H — cos(/z — 2;fl H ^ cos(/? — i\)a -\- . . 

I ^ ' 1.2 \ ^/ 



(4) I n{n-^)...{^\ 



cosa. 



« — 1 



2 

Occupons-nous maintenant de Inequation ( 2 ) . Si n est 
pair, le second membre renferme un nombre impair de 
termesj les termes egalement distants des extremes ont le 
m^me signe, et , en les groapant ensemble , il vjent 



n 



\ /-I- ^ 

1.2... I 1 1 12..- 



2" {— I )^ sin" a=:{u'-hi^) — -iw (a«-'--+- p»-') -*- '^-^ ^-^ «> p* (it »-<-»- «»"-*) — . . . 

«(«->)•• U + 3) »_ n «(«_!). ..(^+1) « « 
-+- iZ / „5 „a t,,i^..7\-r- \f__Z„2„a 

ou 

n 

2"-' (— I )^ sin" fl = cos /la cos(/i — 2)fl-j — ^cosf/i— 4) « — •■• 

I ^ ^ 1.2 ^ 

(5) j «(«_,)... /? + 3) «(«-.).. (^+,) ^ 

I ± ;; r COS 2 ZEZ fl 

M \ /I 2 

' I . 2 . . I 1 ) I . 2 . . . - 

^ \2 / 2 

Si /I est impair, le second membre de Tequation (2) 
renferme un nombre pair de termes , et les termes egale- 
ment distants des extremes sont de signes contraires^ en les 
groupant ensemble , il vient 



n — I 



/ N /"" -^- 3\ 

-*- ^ ^ _Z ,, -^ „ 2 (,, _ ,,), 



/I — 1 

A • ^& • • • "— — ^— — — 
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On a d'ailleurs 

a" — p" = 2 / sin ma ; 

done 

n —I 

, .. . . 'i . / X '^ ('^ . / /v 

2"-' f — I ) ^ sm"« = SID /III sm {« — 2) flH- -^ -' sin (« — 4) fl - . . . 

\ I ^ ' I 2 ^ ^' 



(6) „_,)^1^ 

I -r- i L ei 



sm a. 



n — I 

1.2... 



2 

On voit que cos" a s'exprime, dans tons les cas , par une 
fonction lin^airc des cosinus des multiples de a, et que 
sin" a s'exprime pareillement en fonction des cosinus , ou 
en fonction des sinus dc;^ multiples de Tare a , suivant que 
n est pair ou impair. 

Dex^eloppements du sinus et du cosinus d'un arc en series 
ordonnees suiy^ant les puissances de Varc. 

211. Les formules (i) du n" 187 peuvent s'ecrire de la maniere 
suivante : 

/ y m(m — i)^ 

I L__itang»a4-. . 

cos ma r= cos"* ^1 / * \ / \ 

I , mim — i). .(/» — 2 /I -hi) 
I db — ^^ ' tang 

L I •2. , 2/1 ^ 

^ ^ ^ f '" m mim — \){m — 2 ) ~1 

-tangc ^ .^'3 ^tang^«4-... I 

sin ma = cos" a\ , . , ' \ I 

L 1,2. . .(2/? -H i) J 

en posant 

m. .Am — p — I ) m . ,.(m — p — 3) „^ 

^ 1.2. . .(/?-f-2) ^ I .2. . .(/?4-4) 




Oil, pour abreger, 



R/i — Up Up^i -h Up^i — . 



R,„ et R2i,-|.i mesurent les erreurs que Ton commet, en negligeant 
les puissances de tang a superieures k la (2/1 -h i)'^™' dans les va- 
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, . cofi ma sia ma „ i i . . , ,. 

leurs de H : nous allons chercher a assigner les li- 

cos" a cos" a ^ 

mites de ces erreurs, en supposant Tare a compris entre o et -jf 

c'esl-a-dire tang « < i . On a 

«^.~ (/^-+-5)(/. + 6) '*°^''' 

etc. ; 

et Tgn voit que, si la premiere de ces fractioas est moindre que i , 
les autres seront aussi, k fortiori, moindres que i; par conse- 
quent les termes de R^, dont le nombre est limite, iront en de- 
croissant. Or on peut ecrire 

done ^p<Cup, 

et, en designant par ^ une fonction comprise entre o et i, on a 

R^ = %Up: 

la seule condition k remplir est 

(m — p — 2)(/w — p — 3) , ^ 
r- — 5T7 7-x ' tang' a <i 

Si cette inegalite est satisfaite pour p := nn, elle le sera, k 

fortiori, pour p = an -{- j ; les equations (i) pen vent done 

s' ecrire comme il suit : 

m(m — I ) 
[ ^ ^ tang' a -h . . . 

_ )_.ni(m — i), . .(m — 2/i-Hi) 
cos nta = cos" a {± — tanc'" a 

] I .2. . .2/1 ^ 

^tnim — 1 ) . . . (ot — 2 « — I ) . _. 
— — i i — -^ ^ ^ tang»«-^» a 

I .2. . .{2/1 -h 2) 

m mini — \)im — 2 ) 

— tang a i ^~; tang- a 

I 1.2.3 ° 

'. „ J_j_'w(//l — l)...(/W — 2/l) 

Sin /wfl = cos" a ( ± — ^ —, — ^ ^ — - tang*""^' a 

I .2. , .(2/14- l) ° 

.m(m — i)...(/w — 2/1 — 2) 

-r- ;-J i 1 itang'"-^^ a 

1 .2. . .(2/1 -h 3) ® 



(4) 
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en designant par et X les deux fractions moindres que i aux- 
xjuelles se reduit ^ pour p-=z'xn et p=:2n-^ i, 

Dans les seconds membres de ces equations, le nombre des 
termes ne depend pas de /n , et peut rester le meme quand on fait 
varier m , pourvu que le nombre n satisfasse toujours k I'inegalite 

Slit. Les for mules (2) vont nous conduire aisement aux de- , 
veloppements de cos x et de sin a: en series ordonnees suivant 

les puissances de x, Posons, en effet , ma = x , d*oCi m= -^ on 

a 

peut ecrire les equations (2) comme il suit : 
/ cos X x{x — a) /tang a\ » 



cos"* — 
m 



x(x — a)»,,{x — 2/Mi4-«) /tangfl^*' 
1 .2. . .2/1 \ 



ngfl\ 



-: 



" x{x — a), . .(x — 2 /irt — a) / tang a\ *«■*-' 



1 .2. . .(2/1 -+-2) \ 



sm j: X /tang fl\ jc (j; — a)(x — 2a) / tang a\^ 



COS" — 

m 



X I \ a J 1.2.3 \ 



'x(x — a), . [x — 2 na) / tang a\ *'*^' 
1 . 2 . . . (2 /H- I ) \ a ) 
I x{x — a). . ,[x — 2,na — 20)/ tang a\ '"^^ 

\ -*"^ 1. 2... (2/1 + 3) \"""^~y ' 

et rinegalite de condition (3) devient 

{x — 2 /I^z — 2 fl) (a: — 2na^3a) / tang aX • 

^^^ (2/14-3) (2/14-4) \"~^/ 

Supposons main tenant que /? etant un nombre aussi grand que 
I'on voudra , mais invariable , on fasse augmenter indefiniment 
rentier m , de maniere que le produit ma == x reste constant ; on 

k la limite « = o , — - — = i , et si Ton admet , pour un 



aura 

a 



•4 
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X 

moment, que lalimitede cos"" — ^ pour m = co . est I'unite, les 

m 

equations (4) deviennent 



COS X =z I -f- 



1.2 I .2.3.4 * * I .2. ..2/1 



j,2 #14-2 • 



I . 2 . . . (2 /I -f- 2) 
. X X^ 0?* . ^2n+ 

I sm ,r = :r -h 



I 1.2.3 1.2.3 4«5> I .2...(2/l -f-l) 



^i M-+-3 



1 .2. ..(2/1 -+- 3) ' 
(railleurs rinegalite de condition (5) se reduit a 



X* 



^^^ (2«4-3)(2/H-4)<'- 

Les equations (6) , ou d et X designent toujours des fractions 
comprises en tre o et i, ont lieu pour toutes les valeurs de n qui 
satisfont k la condition (7). 

Supposons maintenant que Tentier n augmente inde6niment; 
les fractions 

<««2 H"^* ^n M iM «M 



• • • 



1 . 2, . .(2« -h 2) I 2 3 2/l-f-2 



i.2...(2/iH-3) I 2 2/I-+-3 

ont pour limite zero, car ce sont des produits dont les facteurs 
plus grands que i sont en nombre limite , tandis que le nombre de 
ceux qui sont inferieurs k i, et meme \ telle fraction que Ton 
voudra , peut devenir plus grand que tout nombre donne : on 
pent done ecrire 



a:' x* 



cos ^ = I — h 



1.2 1.2.3.4 
sin J? = -. -f- 



I I .2.3 I .2.3.4*^ 
Ce sont les series que nous voulons obtenir ) elles sont comprises 
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dans les formules (6), qui font connaitre en meme temps les restcs 
deces series , cVst-a-dire les erreurs que Ton commet en s*arretant 
ik un terme quelconque. Gomme ces restes ont pour Hraite zero , 
quand le nombre des termes^ que i'on prend augmente indefini- 
ment , on peut conclure que les series (8) sont convergentes pour 
route valeur de x. 

915. II nous restc ^ prouver un fait que nous avons admis, 
c'est que la limite de cos*" — » loi-sque Tentier m augmente in- 

definiment , est Tunite. On a (n°81) 

x . x' 

cos — > I 

ct 



/W ' 2//l' 



cos*" — > I *> I 

nt \ itn^j im 

or je dis que, si m est suffisamment grand, chaque terme du 
second membre est moindre en valeur absolue que le prece- 
dent. £n effet , du terme qui en a p avant lui , on deduit le sui- 

//I — i) x"^ I / jy \ x^ 

vant, en le multipliant par ou \\ — — I ^ 

p -\- \ im^ im \ m / p -\- I 

fraction qui peut devenir moindre que tout nombre donne ; done, 

en ecrivant Tinegalite precedente com me il suit : 

X ^ x' [m im — I ) X* ni(m — i ) (m — 2) x® \ 

cos'"->i — . h — ^^ 'J—. ^ '-\ ^S— 7)+- 

m 9.m \ 1.2 4'^ 1 2.3 om^J 

X x' 

on voit que cos*" — est plus grand que i '■ — augmente d*une 

m im 

suite de nombres positifs, par consequent, 

X ^ x' 



cos*" — ^ I 



m 7.m 

X x^ 

D'apres cela, cos*" — est compris entre i et 1 ; ce dernier 

m ^ im 

nombre est i pour /w = oo , done 

lim cos*" — = I , pour mz=zQo y 
m 

ce qu'il failait demontrer. 
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214. Les developpements qui precedent permettent de consi- 
derer les fonctions sin x et cos x sous un point de vue beaucoup 
plus general que celui sous lequel nous les avons envisagees jus- 
qu'ici. On voit, en effet, que si Ton definit ces fonctions comm^ 
etant les limites des series convergentes 

I 1.2.^ 2 I .2.3.4 

on pourra attribuer a la variable x des valeurs imaginaires , ce qui 
jusqu*ici n'eut presente aucun sens; on voit d'ailleurs aisement 
que les series (8) ne cessent pas d'etre convergentes , quand x de- 
signe une expression imaginaire p (cos o>> + ' sin &>} [* ]. 

Toute relation entre les sinus et cosinus de plusieurs arcSy 
comme, parexemple, 

cos (jT -I- /) == cos X cosjr — sin x siny, 

sin (a? -H ^) = sin x cos^ -f- cos xsinjr j 

continuera d'avoir Heu^ si x et^ designent des expressions ima« 
ginaires ; en effet, si Ton remplace les sinus et cosinus par les 
series qui les representen(, les deux membres de cbacune de ces 
relations seront identiquement egaux , et Tidentite ne cessera pas 
, d'avoir lieu lorsque x et y, au lieu d'etre des nombres reels , de- 
signeront des expressions imaginaires. 

JFormules pour la construction des Tables de logarithmes 

des fonctions circulaires, 

fills. THioniME. — Vequation sin a? = o, r*est'a'dire 

X x^ x^ 

o = - 



I I .2.3 I .2.3.4-5 
n*a aucune rapine imaginaire. 
Supposons, en effet , que Ton ait 

sin [a H- hi) = o , 

[*] Une serie dont les termes sont imaginaires est convergente , lorsqae^ 
les parties reellcs de ses termes forment une seric convergente , ainsi qu^ 
les coefficients de /'. 
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2l3 



ou 

( I ) sin tf cos bi -h cos a sin ^/ = o ; 

on a 

. ' /^ b^ b' \ 

SI n * / = f U -h -— ^ 4- 7^3-7-5 -^ • • • 1 

b' b* 

COS 6j = iH 1 5—7 -+-..., 

1.2 1.2.3.4 

^t Tequation (i) se decompose dans les deux suivantes : 

. f b' ^* . \ • 

sin « I I H 1 5-^ -4- . . . = o , 

\ 1.2 1.2.0.5 / 



cos a 



/ b' b' \ ^ 

\ I .2.3 1.2. 3. 4*^ / 



La premiere exige que sin a soit nul , car le deuxieme facteur 
ne pent etre nul pour une valeur reelle de 6 ; et la seconde equa- 
tion ne peut alors etre satisfaite que pour & = o. Le theoreme est 
ainsi demontre. 

CoROLLAiRE. — L*^(fuation cos x = o /z 'a pas non plus de racine 

imaginaire, car cos x n'cst autre chose que sin I x\' 

216. Gonsiderons les equations 

-h, . .dz : r= O, 



I 1.2.3 I.2...(2/I-hl) 

X^ , ^" 

1 h ± =r o: 

1.2 I . 2 ... 2 71 

designons par Ai , a,,..., (73«i les 2/2 raclnes de la premiere autres 
que zero, et par 6, , ^3,..., b^n l^s ^/z racines de la seconde, on 
aura identiquement 

X x^ . \r"*"*"' 



I 1.2.3 1 . 2 • . . (2 w -I- I ) 

"" \ aj\ aj \ a^n)^ 



x^ .a:"* 



-+-...=!= 



1.2 I . 2. . .2/2 

X \ / X \ / X 
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Ces identites ayant lieu quel que soil n^ on peut adtnettre 
qu*elles ont lieu encore pour /i = oo : alors les premiers membres 
se reduisent k sin x et cos x. lies racines de sin j? = o sont 

ztlTT, rtl27r, ztSTT, it...; 

celles de cos .r = o sont 

iii-> zn — 9 zn — J in...: 

2 2 2 

on a done 

/ x'\ ( X' \ [ x^ 

-'=(-^)(-^-5)(-^)-- ■ 

Prenons les logarithmes, dans un systdme quelconque au mo- 
dule M , des deux membres de ces equations , on aura 

logsinx = logx+log( I— ^j-+-logU — ^Wlog/i — ^W..., 
logcosx = log(,-^)-Hlog(i_4£;)+log(,-^)-+-...; 

ou, en posant x = ? 

'^ 2n 

log sin — '— = log — h log m — log n 
{3)| +'°g(— ^) + '«60-7£r)+'og(-3£T)+- •. 



■+-'*'8('-i^) + 



Enfin , en faisant usage de la serie connue 



z z' z' 



log (l — z) = — M { -J- -h — 4- y 4- . . . M 
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et qui est convergente tanl que z est <^ i , on a 



Ql5 



log Sin — 
^ in 



n 



Jog - H- log /w — log n 



(4) 



niTt 



log cos = 



m'M 



n^ I 



etc. 



I 
I 

2* 

I 



I 



I 

6^ 



r 

8^ 



I I I 



4^ 
I 

4. 



2W 



/f» I 



w*M 



/I' 2 



I I 
3* 



I 
6^ 



I 

1 

5^ 



8^ 



g«-+-- 



I 

7"' 

I 

7 



w * M / I I 



^ -»" -6 ^ • 



— etc. 



C*esl a Taide de ces formules (4) que les Tables de Callet ont 
ete construites. 

Questions proposees. 

1 , Demontrer que , si n est un nombre impair, on a , 
quel que soit a, 



cos na = 2""' cos a cos ( ^ H I cos I a 4- -J— ) . . . cos ( a H- 



(,^i(^) 



2. Demontrer que la somme des puissances n des dis- 
tances d'un point aux sommets d'un polygene regulier 
dem c6tes ne depend que de la distance du point au centre 
du polygene. 
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